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1 TheoretischeGrundlagen

Im Hinblick auf die nationaleErlésmaximierungoei gegebenert-aktorbesténdew ist von ent-
scheidendeBedeutungwelche Eigenschafterdie Menge mdglicher ProduktionspunkteP (v)
aufweist. Ist P(v) korvex!, dannlassensich zwei Félle unterscheidenIm erstenFall mit li-
nearerProduktionstechnolagn dereinzelnenJnternehmemeichenendlic viele Hyperebenen
aus,dasPolyederP(v) alsRestriktionsbereickau beschreibenDamit lasstsichdie Theorieder
linearenProgrammierung@nwendenso wie esim Abschnitt6.5 beschriebenvird. Im zweiten
Fall werdenunendlid viele Hyperebenebenétigt,um denRestriktionsbereicP (v) anzugeben,
womit die Methodevon Lagrangenicht mehrohneweitereseingesetztverdenkann. Hier muss

aufdasinstrumentariunderkonvexen Programmierungurickggriffen werden.

Der entsprechend@nsatzwird in Rockafellar(1972) vorstellt und beziehtsich auf die Theo-
rie der Ungleichungen.DabeiwerdenbestePaarevon Funktionen( f, f*) gesuchtdie der so

genannterrenchel-Ungleichung
fox)+ F(xX*) = x'x*  V¥x, ¥Vx*

genligenwobei f* die konjugiert korvexe Funktionzu f genanntwird.? Gilt in der obigen
Ungleichungan einer Stelle (X, x*) die Gleichheit,dannwird (X, X*) ein Paar dualer Punkte
genannt. Diese Bemerkungist wichtig, dennwennx ein Guterbliindebezeichnetdannlasst
sichderdualePunktals Giitepreis\ektor p interpretiererund p'x bezeichnetlenErlos. Diese
Beobachtunginterscheidesichvon derlinearenProgrammierungvesentlichdenndortwerden

die Duahariablenals Schattenpreisder Faktorestriktioneninterpretiert.

Unter 6konomischermspektenbietetessich an, die Analysemit einemMehrproduktunterneh
men zu begginnen,desserFaktorbestande gegebensind; vgl. hierzuden Abschnitt2. Damit
sind die Faktorkostenbekanntund dasUnternehmersuchteinenrealisierbarerProduktionsplan
X, derdenErlésunddamitdenGewinn maximiert. Die optimaleLésungist durchein Punktepaar
charakterisiertdassich auseinemGuterbiindek und denGuterpreisermp zusammensetzDer
folgendeAbschnitt3 emganztdie analogerUberlegungenzur Kostenminimierungindbeschreibt

dasVerhaltender UnternehmungwennesdasZiel der Gevinnmaximierungverfolgt.

Im Abschnitt4 wird die weltweite Erldsmaximierunganalysiertwobei die nationalenFaktor
bestandeyegebensind. Im Gegensatzzur nationalenErldsmaximierungm Abschnitt5 wird

unterstellt,dassdie Produktionsiiktorenauf internationaleiEbenevollkommenimmobil sind.

! Damit liegt einekonkave Transformationskuevor.
2 Newman(1987)sprichtandieserStellevon derkorvexen FenchelTransformation.



Eine ReallokationzwischendenL&andernist hier nicht moglich. Dagegenkdnnendie Produkti-
onskktorenauf nationalelebenesehrwohl zwischendenUnternehmemmverteilt werden.Hier
reichtesnicht aus,denErlds flir eine gegebend-aktorallokationzu maximieren. Vielmehrist
die optimale Faktorallokationauf die Unternehmerzu bestimmen.DiesesProblemist analog
bereitsfir die Mehrproduktunternehnmg daigestelltworden. Der einzigeUnterschiedesteht
darin,dassdie FaktorbestandausnationalerSichtgegebensind, wahrendein Unternehmerdie

gewinnmaximaleFaktornachfragauswéahlerkann.

Im abschlielRendeAbschnitt6 wird gezeigt,wie dasProblemdernationalerErldésmaximierung
mit der Minimierung der FaktorlostenzusammenhéangBeide Problemesind im Allgemeinen
nicht dual zueinander Wenn manjedocheinelinearhomogendProduktionstechnotpe unter
stellt, dannschlief3tjede zulassigeLdsung positive Gewinne aus, so dassdie Erldse mit den

Kostenlbereinstimmen.

2 Erldsmaximierung einesMehrproduktunternehmens

Die Produktionstechnolag P einesUnternehmensdereinesLandes dasiberdie Faktormen-
genv = (vq,..., vm)' verfigtund die Giitermengex = (X1,..., Xn)" herstellt,lasstsich tiber
die Indikatorfunktions wie folgt beschreiben:

0 wennx € P(v), d.h.,(x, v) ist einezulassigeAktivitat.
S(XIP(V)) =

o0 wennx ¢ P(v), d.h.,die Aktivitat (x, v) ist unzulassig.

Die konjugiertkonvexe Funktion §* der Indikatorfunktioné ist nachstehendlefiniertund be-

zeichnetdenmaximalenErlosr desbetrachtetetynternenmensderLandes.

(P1) r(p,v) = 6*(p|P(V)) = S)L(JP{IOTX —8(XIP(V))}

Unter bestimmterRegularitditsannahmerlie in Bobzin (1998)vorstellt werden,gilt nachdem

Fenchel-Moreau-Theoreftir die bikonjugierteFunktion
(D1) S(XIP(v)) = 8™ (x|P(v)) = sup{p"x — §*(p|P(v))}.
p

NebendemFunktionenpaa(s, §*) gibtesalsoeinzweitesPaar(s*, §**), dasmit demersterPaar
zusammenfalltwvenns = §** gilt. Bei optimalerWahl derGluiterpreisg nimmtdie Zielfunktion
ihren maximalenWert 0 an. Okonomischausgedriicktist p'X = r(p, v) genaudannerfillt,

wenn(X, v) einetechnischzulassigeAktivitat ist.



Soferndie Menge P(v) nicht leer, kornvex und abgeschlosseist, lassensich nachRockafellar
(1972, Theorem23.5)flr dasFunktionenpaafr, §) finf zueinandeaquivalenteBedingungerin

BezugaufdasPunktepaacX, p) angeben:

(1a) p € a5(X|P(v)) (NormalenlkegelderMengeP(v) anderStellex )
(1b) Xear(p,v)

(1c) pTx — 8(x| P(v)) nimmt seinMaximumbezuglichx ander Stellex an.
(1d) p'k — r(p, v) nimmtseinMaximumbeziiglichp ander Stellep an.
(e) SRIP(V)) +r(p,v) =p'%

Insbesonderdurchdie Bedingunger(1c) — (1e) kommtdie Dualitéatder beidenProbleme(P1)
und(D1) zumAusdruck.Die Bedingunger{la)und(1b) sind nur deswgenungeavohnt,weil in
ihnendasmit 8 bezeichnet&ubdiferentialauftritt. Unterstelltmandie Differenzierbar&it der

beidenFunktionens undr, danngehtdasSubdiferentialin dengevohntenGradienten
p=V3IXIP(V))

Uber wobeip denNormalewektorderMengeP(v) ander Stellex bezeichnetAnaloggibt (1b)

bei Differenzierbarkit die Angebotsfunktionean,
X=Vr(,v).

Fur den Fortgangder Analyseist eshilfreich, die Bedingungen(2) im Auge zu behalten;sie

tretenin abgevandelter-ormin denBedingunger{7), (8) und(10) wiederauf.

3 Gewinnmaximierung einesMehr produktunternehmens

Die obige Output-TechnologieP lasstsich vollkommen &quialent durch die inverse Input-
TechnologielL beschreibenwobeidie MengenmdglicherProduktionspunktd®(v) und die In-

putbedarfsmengeh(x) derfolgendenAquivalenzrelatiorunterliegen:
2) Xe PWV) < velLX)

Die Beschreiling der Produktionstechnolag erfolgt nunnicht mehrdurchdie obigelndikator

funktion 8, sonderrdurchdie reziprole Indikatorfunktionp mit

0, wennv € L(X);
p(VIL(X)) =
—00, wennv ¢ L(X).



Unter Beriicksichtigungvon (2) gilt demnachs(x|P(v)) = —p(v|L(x)). Der Grundfir die
Umstellungliegt darin, dasssich die Kostenfunktionc nunim Wege der konjugiertkonkaven

Funktion p, bestimmenrasst3

(3) c(d. x) = p:(a|L(x)) = inf {qTv — p(vIL(x))}

Ohneaufdie zu (1) analogerBedingungemahereinzugehenstellensichnunzweiFolgeproble-

me, nadmlichdie Gevinnmaximierungvon derInputseiteund von der Outputseite.

Inputseite r(p,v) —q'v =sup{p'x —q'v|x € P(v)} mitv alsParameter
X

Outputseite p'x—c(q,x) =sup{p'x—q'v|ve L(x)} mitxalsParameter
\Y

Beide Problemehabengemary(2) aquivalenteNebenbedingungeund die Zielfunktionenstim-

meniberein.Eine einfacheUmstellungbeiderProblemdiefert unmittelbar:

(4) r(p,v) —q'v =sup{p"™x+8(x|P(v))} —q'v mit v gegeben
X

(5) pTx—c(q,X) =p'x— inf {a™v—p(vIL(x))} mit xgegeben

UnterdemAspektder Gewinnmaximierungst alsomindesteninesderbeidenfolgendenPro-

blemezultsen

(6a) —m(p. Q) =r.(p.q) =inf{q'v—r(p.v)|veR"
(6b) 7(p, Q) =c¢*(q, p) = sgp{pTX —¢(g,x)| x e R™}

Nachwie vor werdenPaarevon Funktionerbetrachtetpnamlich(r, r..) im erstenFall und (c, ¢*)
im zweitenFall. Damit erscheintes plausibelzu sein, die zu (1) analogenBedingungerzu
untersuchenMan beachtgedoch,dassdie Erlosfunktionr und der negatve Gewinnr, = —n
konkas in v beziehungsweisg sind. Unter ahnlichenRegularitditsannahmewie zuvor lauten

die finf zueinande&quialentenBedingungern Bezugauf dasPunktepaarVv, )

(7a) Ve —-Aqm(p, )

(7b) 4eAvr(p,v)

(7¢) §"v — r(p, v) nimmtseinMinimum beziiglichv anderStelle? an.
(7d) q'V + 7(p, g) nimmtseinMinimum beziiglichq ander Stelled an.
(7e) rp, ) —n(p,§ =§'v

3 Im Gegensatzu konjugiertkorvexen Funktionenwie etwa §*, die durcheinenhochgestellteisterngekennzeich-
netsind,werdenkonjugiertkonkave Funktionenwie etwa p,., mit einemtiefgestellterSternversehen.
Die Eigenschaftemer Indikatorfunktionp undderKostenfunktionc werdenin Bobzin (1998,S. 130ff.) disku-
tiert.



Da hier konkave Funktionenuntersuchiwerden,sind die Suldifferentialein (1a) und (1b) nun
durch Supedifferentiale,die mit A bezeichnetverden,zu ersetzen Beide Begriffe sind durch
Ungleichungerdefiniert, die sich nur durch die entggengesetzténgleichheitunterscheiden.
Unterstelltman wiederum,dassdie betrachteteriFunktionendifferenziebarsind, dannstellen

sichauchhier die vertrautererGradientenbedingueg ein
V=—-Vqnr(p,q) and q=Vyr(p,V),

wobeiderersteGradientdenFunktionender Faktornachfragentspricht.

Das zweite Funktionenpaakc, c*) enthaltdie bezuglichx korvexe Kostenfunktionc und die
bezuglichp korvexe Gewinnfunktionc* = . Damit kdnnendie finf zueinande&quialenten

Bedingungenn (1) unmittelbaribertragemwerden:

(8a) X e dpm(p,q)

(8b) p € dxc(d. X)

(8c) pTx — c(qg, x) nimmtseinMaximumbeziiglichx ander Stellex an.
(8d) p'X — 7 (p, q) nimmtseinMaximumbeziiglichp ander Stellep an.
(8e) c(g. %) + (P, q) = P'X

Nachwie vor geherdie beidenSubdiferentialein (8a)und(8b)in dieentsprechende@radienten

uber wennmandie Differenzierbar&it der Funktionenunterstellt.
X=Vpr(p,q) and p=Vxc(q,X)

Der erste Ausdruck bezeichnemun nichts anderesals die Funktionenfiir das Giterangebot,

wahrenddie zweiteBedingungdie Grenzlosten-Preis-Rgel beinhaltet.

4 Weltweite Erldsmaximierung

Die bisherigerUberleggungenwerdemunaufdenFall mehreretander(b = 1,..., v) Gbertragen.
Bei Produktionsdiktoren die zwischendenLandernimmobil sind, ist die weltweite Faktorallo-
kationv = (v4,...,V,) aufdie v La&ndergegeben.DaruberhinausverfugtjedesLand Ubereine

eigeneProduktionstechnotpe P,(vp),b=1,..., v.

Die folgendelndikatorfunktionnimmt genaudanndenWert 0 an, wennderweltweite Outputx

bei dergegebenertraktorallokationv undgegebenerTechnologierheigestelltwerdenkann.

(P2) 5(x,v) = inf {8202 PL(V1)) -+ 8, (X Pu(V))] Xg 4+ + X, = X}



Die zugehdrige&konjugiertkorvexe Funktionist wie in (P1) definiertals
(D2) 8*(p,v) =sup{p"x—§(x,v)| x € R"}
X

und bezeichnenichts anderesals den maximalenweltweitenErlés r (p, v) bei der gegebenen
Faktorallokationv und den Guterpreiserp, wobei die Nebenbedingungarin bestehtdassder

weltweiteOutputx herstellbaiist.

Anmerkung zur Schreibweise:

o In der Literatur zur konvexen Analysis wird die SchreibweiseS(x,v) = (60 --- 08,)(X, v)
verwendet. Man betontdamit die Rechenoperatioder sogenannterfraltung, d.h., die korvexe

Fenchel-Tansformatiorwird auf eineSummevon Funktionenangevendetygl. Aubin (1979).

e Nachwie vor kennzeichnetiasSymbols die IndikatorfunktioneinerMenge.lm vorliegenderiall
handeltessich bei dieserMengeum die Summeder nationalenMengenmdoglicherProduktions-
punkte,d.h. Ps(v) = Pi(v1) + --- + P,(v,). In derLiteratur zur AuRenhandelstheori@ird der
RanddieserMengein der Regel als Welttransformationskumrdagestellt. Aus Griindender Ver

einfachungwird die korrekteSchreibweiseler Indikatorfunktions (x| Ps (v)) verkirztzu §(X, v).
SindgewisseRegularitatsannahmeerfillt, danngilt auchhier
(P2) §(x,v) = §**(x, v) = sup{p'x — 8*(x, v)| p € R"}.
p

Waéhrendin (D2) ein erldsmaximalessiterbindek gesuchtwird, wird im dualenProgramm
(P2") nacheinemoptimalenVektorvon Glterpreiseip gesuchtHatmaneinenderartigerPreis-
vektorgefundendannnimmtdie Zielfunktionin (P2’) denWert 0 anunddasist genaudannder

Fall, wenndasAusgangsproblertP2) einetechnisclrealisierbaresuterallokationk besitzt.

Bei genauerelntersuchungler Erldsfunktionin (D2) zeigtsich, dasss* (p, v) in eineSumme

zerfallt,
8*(p,v) = 87(PIPL(V1)) + -+ 8, (PIP, (V).

DamitundunterBerticksichtigungon (D1) setztsichderweltweitemaximaleErldsals Summe

dernationalermaximalenErldsezusammen,

9 r(p,v) =ri(p,vy) +--+r,(p,Vvy).

Entsprechendu (1) geltenauchfir dasneueFunktionenpaats, r) die folgendenfinf aquiva-



lentenBedingungen:

(10a) p € 38(X, v) (Normalenlegel derMengePs (v) ander StelleX)
(10b) Xedr(p,v)

(10c) pTx — 8(x, v) nimmtseinMaximumbeziiglichx ander Stellek an.
(10d) p'k — r(p, v) nimmtseinMaximumbeziiglichp anderStellep an.

(10e) 8(X,v) +r(p,v) =pTX
Bei Differenzierbar&it reduzierersichdie ersterbeidenBedingungerauf die Gradienten
p=Vxs(X,u) and X= Vpr(p,v),

wonachp senkrechtauf der Welttransformationskurvstehtund X dasweltweite Giterangebot
bezeichnet.DiesesAngebotkann nun entsprechend9) in die nationalenAngebotsfunktionen

zerlegt werden
Xo=Vrp(P,vp) b=1..v

Wie Newman(1987,Lemma4) zeigt, lassersich dasoptimaleweltweite Angebotund die ent-

sprechendenationalenrAngebotelibereineweiteredquivalenteBedingungbeschreiben,

P e (1) 88u(Xol Po(V)).
b=1

Falls auchnur eine der enthaltenerindikatorfunktiona §, an der Stelle X, differenzierbaiist,

dannmissenim OptimumdieselberGiterpreise fir alle Landerb = 1,..., v, gelten.

5 Nationale Erl6smaximierung

Auf nationalerEbenegestaltetsich dasProblemder Erlésmaximierungschwieriger weil hier
die Produktionsiiktorenzwischenden Unternehmermobil sind. Interpretiertmanr (p, v) als
nationalerErlés,wobeib = 1,..., v nundie Unternehmerkennzeichnetgdannkannnicht mehr
von einergegebenerAllokation v ausggangenwerden.VielmehrmissersamtlicheFaktorallo-
kationenbertcksichtigwerden,so dassnun die erldsmaximald-aktorallokationbei gegebener

nationalerf~aktorausstattung gesuchtwird.

(P3) R(p,v) = max{r(p,v)| V= vi+--+v,} mit v=(vi,...,V,)



Obwonhl die Faktorbestéandeg gegebensind, ist eshilfreich sich die zugehdrigekonjugiertkon-

kave Funktionanzusehen,
(D3) R.(p.a) =inf {q"v — R(p, V)| v € R™},

die verlangtdennegativen nationalernGewinn aller Unternehmemzu minimieren.Dennnunwird
deutlich,dassdie SuchenacheineroptimalenFaktorallokationentsprechen{P3) mit der Suche

nacheinemoptimalenVektorvon Faktorpreisenibereinstimmt:

(P3) R(P, V) = Rew(p, V) = inf {a"v—R.(p,q) g € R}
Damit stellensich auf nationalerEbeneanalogeOptimumbedingungeein, die gemal¥7) auf
derEbenegevinnmaximierendeMehrproduktunterrf@anengelten.

Um denRuckbezugzu deneinzelnenUnternehmenn der Volkswirtschaftsherzustellenwird

nundie Lagrange-Funktiozu (P3) mit denLagrange-Multiplikateen A untersucht.
(11) LO,A) =1(P,0) +AT(V—Vvi—--—V,)

DasichdernationaleErldésals SummederunternehmensspezifisErldser, (p, vp) darstellen

lasst folgt

LU, A) =T1(P, V1) + o+ 1P, V) +AT(V =V — - —V,)

(12) =ATv+ Z (ro(p, Vo) — ATvp)
b

Identifiziertmannundie Schattenpreisk alsdie Marktpreiseq, danngenigtein optimalesPaar

(9, §) der Sattelpunktbedingun

L(v,§) = L(B,9) = £L(9,09) Vu, Vq,
die bei Differenzierbar&it aquivalentzu denlinearisierterKuhn-Tucker Bedingungerist:
(138) V£, 8) = Vylo(P. %) —4 =0 W20, Vy,Tp(p, ) Vp = 4",

b=1,...,v;
(13b) VL@ @ =v-U—-=0,20 420 qv=4"0+-+q0,
Flr eineinnereLdsungmit positiven Faktorpreiser§y > 0 mussdasnationaleFaktorangebot
mit denaufdie Unternehmerzugeordnetefraktormenger UbereinstimmenMan beachtegdass

eine optimale Allokation ¢ bisherquasivon einer iibegeordnetemationaleninstanzermittelt

wordenist. Allerdingsist nochnichtdie Fragebeantvortetworden,unterwelchenBedingungen

9



der Inputwektor ¥, von dem einzelnenUnternehmerb auchtatsachlichnachgefragiwird. Im
Abschnitt iber die Gewinnmaximierungist bereitsgezeigtworden, dassder Vektor V,, genau
dannnachgefragwird, V, € —Aqmp(p, 4), wenng € Ay, rp(p, Vp) erfullt ist. Demnachmuss
andieserStellelediglich gezeigtwerden,dassdie SattelpunktbedingundiesenSubgradienten
alsSpezialéll einschlieRtOhneBeschrankungler Allgemeingultigleit erhaltmanfir daserste
UnternehmergsamtlicheRelationermusserfir alle v, = 0 erflillt sein):

LV1,V2,...,, ¥y, §) < L(Vg,..., ¥y, §)

v

= aVv+rip.v) =GV + D (re(p. ¥p) — GT0) < GTV+ D (re(P. Up) — GT0p)
b—2 b=1

= r1(p,v1) — G'v1 < r1(p, V1) — G0
—r1(p,v1) <r1(p, V1) —§"(v1 —¥1)  (Definitionfir einenSubgradientei)
Qe Ayri(p, V1)

=V € —Aqm(p, §) (gewinnmaximaleFaktornachfrage

Falls der Vektor vy, unterdem Aspektder Gevinnmaximierungoptimal ist und ein Unterneh-
menb denlInputi in positver Menge(vj, > 0) nachfragtdanngilt bei Differenzierbar&it der

Erlésfunktionary(p, Vp)/dvip = Gi. Firdie Einproduktunternehmgn(mit b = j) erhaltman

at;(¥)) _q

rj(pj vj) = pj fj (V) = pj— - g
1]

wonachdie Faktorenentsprechenthrer monetarerGrenzproduktiitéat entlohntwerden.

6 Kostenminimierungauf nationaler Ebene

6.1 Dasduale Programm der Kostenminimierung

AbschlieBendvird untersuchtwie dasProblemder nationalenErldsmaximierungP3) mit der
Minimierung der nationalenFaktorlostenzusammenhangDabeiwird die gesamte/olkswirt-
schaftzur Vereinfaichungwie ein einzigesMehrproduktunterrfeneninterpretiert sodasq3) den
relevantenAnsatzpunktiefert. Man beachtedassnundengegebenemationalerFaktorbestande

v die zu ermittelnderFaktorpreisey gegenlbegestelltwird. Daszu (3) dualeProblemlautet
(14) PIVIL()) = pes(VILCO) = N {GTV — p(VILOO)| g € R™}.

Wie bei der Dualitéat der ErlésmaximierungP1) und (D1), stellt sich heraus,dassmangenau

dannoptimaleFaktorpreisd] gefunderhat,wenn p, (4|L(x)) = c¢(§, x) = §"v oderaquivalent

10



o(V|L(x)) = Oerflllt ist. Aus 6konomischelSichtgehtesdarum,solcheFaktorpreisezufinden,
bei denendie technischrealisierbareAktivitat (v, x) kostenminimadurchgefihrwird. Lassen
sich fUr eine zulassigeAktivitat keine derartigenFaktorpreisebestimmen.dannbefindetman
sichim Innerender MengemoglicherProduktionspunkteUm auf die Transformationskuevzu
gelangemmusserhier die Gltermengen angepassierden,denndie nationalerFaktorbestande

v sindfixiert.

Nun liegt es nahedie Probleme(P3’) und (14) miteinanderzu vemgleichen. Zum einenwei-
senbeideProblemedasgleicheKonstruktionsprinzi@uf und zumandererstehtdie Vermutung
im Raum,dassdie Erldsmaximierungentsprechen@P3’) mit demdualenProgrammder Kos-
tenminimierungalso(14), Ubereinstimmt.Dabeiwird unmittelbarklar, dassbeideProgramme
vollkommenunterschiedlichdussageniefern. Wahrendein optimalerPreisektorin (P3’) ein
Erldsmaximumdeterminiertbesagein optimalerPreisektorin (14), dassdie betrachteté\kti-

vitat technisctrealisierbaiist.

6.2 Lagrange-Dualitat

Den entscheidendeAnsatzpunktfir die weitere Analyseliefert die Lagrange-Funktior{12).
Daringeberdie Klammerausdriakunterder SummedenGewinn derjeweiligenUnternehmung
b an. Esfallt auf, dasssich die Variablenv, nicht ohneweiteresausklammerdassenum sie
dannalsLagrange-Multiplikatore entsprechenddRestriktionereu interpretierenWeil sichdie
Klammerausdrtakin dervorliegendenForm als unhandlicherweisenwerdensie nunwie folgt

ersetzt:

rb(P, Vo) — 'V = P'Rp — (Rl Po(Vp)) —q'Vp  wegen(le)

P"Ro — [a"Vh — p(Vb|Lb(Xs))] beachtes(Rp|Pp(Vp)) = —p(Vp|Lp(Xp))

= P'Rp — Cpr(, Xp) wegen(3)

Der wesentlicheSchritt bestehtdarin, die urspriinglicheOutputlorresponden, entsprechend
(2) durchdie inverselnputkorrespondez Ly, zu ersetzenin demresultierenderProblemstehen
jetztdie Gutermengenndnichtmehrdie FaktormengeenSchattenpreisemgegeniberRuys,
Weddepoh(1979,AnhangA.2.2) sprechenn diesemZusammenhangahervon einerinversen

dualenOkonomie

Um nun die Schreibweisezu verkiirzenwird wie zuvor von ein Volkswirtschaftausggangen,

die auseinemeinzigenMehrproduktunternehenbesteht.UnterschlagmandenSubskriptb =
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1 und hélt im Kopf, dassdasbetrachteteGuterbindelerldsmaximalist, dannlautetdie neue

Lagrange-Funktion
L(x, d) =p'x+q'V—c(g, X).
Nun ziehtmandie beidenProbleme
(6b) 7(p, ) =¢"(d, ) = sup{p’x — c(@. x| x € R"}
(14) PVILO)) =C.(v, ) =inf {q'v —c(g, %) g € R™)
heranundbetrachtetlie Programme
(15) s)L(Jp{pTx +C(v,x)|x € R"} und igf {a'v+c*(@,p)lgeR™}.

DasersteProblemstimmtwegenc, (v, X) = p(v|L(x)) = —3§(X|P(v)) mit der Erlésmaximie-
rung(P1)tberein.Dageenwird im zweitenProblemwie in (P3’) der Erlds Giberdie Faktorprei-
seminimiert Auch hier ist dasdualeProblemkein Problemder Kostenminimierungwasnicht
verwunderrkann,denndie Kostenfunktionist in derLagrange-Funktiofbereitsenthalten.Nun

lasstsichdasTheorenm?2.3.1in Walk (1989)auf die beidenvoranstehendeRroblemeanwenden:

Die folgendendrei Aussaen sindaquivalent.

1. Esexistiertein Paar (X, §), sodassfir alle (x, q) € R" x R™ folgendeSattelpunktbedin-
gungerfillt ist:

2. Esqilt
PR+ Ci(v, %) = LK, ) ="V +¢*(@, p).
AuRRedemsindbeideProblemerealisierbarund
r(p.v) = max{p'x + c.(v. )} = min {a"v+c*(a. p)}
3. Esexistiertein Paar (X, 4), sodass

c(§,%X) =p'K—c*(@,p)=p'X— (4, p),

c(@.%) =G'v—c.(v,%) =q'v— p(v[L(X)).

12



Die gleichenAussagergeltenauchfir denallgemeinerfall mit v Unternehmenwobeinundie

Lagrange-Funktion
(16) L(x,q)=q'Vv+ Z (P"Xp — C5(Q, Xp))
b

zu untersuchenst. Man beachtedassdie Suchenacheiner optimalenFaktorallokations =
(V1,...,V,) im Problem(P3)nunabgeldstvird von der SuchenacheineroptimalenGiiteralloka-
tion X = (Xq,..., X,). Die nachstehendeluhn-Tucker Bedingungerstellendie Existenzeines

Sattelpunktesk, §) mit denzuwvor beschriebeneBigenschaftesicher

(17a) Vi, LR, §) =P — Vx,Co(G, %p) =0 X=0  p'Rp = Vy,Cp(d, o) Ko
b=1,...,v

(17b)  VqL& §) =V -2, Vqe(@ %) =0  §=0  §'v=3,8"V4c(d, kb

UnterBeriicksichtigungon Shephardsemmaliefert (17b)die gleichenBedingungenvie (13b)
Dageaenunterscheidesichdie Bedingungerfl3a)deutlichvon (17a) Selbsfir eineinnerel 6-

sungmit ¥, > 0undX, > 0 ist festzuhaltendassdie Bedingungen
4= Vyo@, V) and p= Vycp(G, Xp)

keineswgs dual zueinandesind.

6.3 Linear-homogeneProduktionstechnologien

Woherkommt die Vorstellung,dassdasInfimumproblemin (15) ein Problemder Kostenmini-
mierungist, dasdenRestriktionemichtpositver Stiickgevinne unterliggt? Immerhinwird diese
Ideein der gangigenLiteratur zur AuRendhandelsthee verfolgt (vgl. hierzu etwa Woodland
(1982)oderDixit, Norman(1980))und auchdie lineareProgrammierundegt dieseVermutung

nahe.

Wiederumist ein Blick aufdie Lagrange-Funktioi§16) hilfreich, die nunvollkommenneuinter-
pretiertwird. Zunachserhebimanqv zur Zielfunktion, die iberg minimiertwird. Wennesnun
maoglichist die nichtngyativen Gutenektorenvy, ausdenKlammerausdrian unterder Summe
auszuklammerndannlassensie sich als Lagrange-Multiplikatorerinterpretierenund zwar zu
den Nebenbedingungerdie in (17a)zu findensind. DiesesZiel lasstsich realisierenjindem
man linearhomogeneProduktionstechnolagn [A Py(vp) = Py(Avy) fur alle A > 0] einflhrt.

Nun sind auchdie Erlésfunktionerry linearhomogenin vy, wahrenddie Kostenfunktionere,

13



linearhomogernin x;, sind. UnterBeachtunglesEulerTheorems

rb(P, o) = Vau'o(P, Up) Wb bZW  Cp(Q, Rb) = Vx,Co(d, Kbp) "R

folgt ausdenKuhn-Tucker-Bedingunga (13a)beziehungsweis@ 7a) dasssichkeinepositiven
Gewinne realisierenlassen. Jedeoptimale Losungverlangtdemnachdassdie Erlésemit den

Kostenlbereinstimmen.

ro(p, ¥p) = Vi, ru(p, ¥p) Vp = ™0,  wegen(13a)

Co(0, Xp) = Vx,Co(Q. Xp) "X = P'%p, Wegen(17a)
Schlief3lichstimmendie Grenzlostenmit den Stucklostenlberein,so dassdie Ungleichungen

in (17a)nichtpositve Stiickgevinne verlangency(Q, Xp)/dXjn = Co(Q, Xp) /Xjp = p; flr alle j

undalleb.

6.4 Einproduktunternehmen

Die zweitevereinfichendeAnnahmebesagtdassjedesGut durchgenauein Unternehmemit
derProduktionsfunktiorx; = x;(v;) hegestelltwird. Damitgehtderindex b = 1,..., v tberin

j = 1,..., nunddie neueLagrange-Funktiommgibt sichals

L) =q'v+ Y (pix; — (g X))
j

Die zuvor anggiebenerKuhn-Tucker-Bedingunge verlangemunfir jedesUnternehmerj, das

die positve MengeX; herstellt,

3Cj(q, Xj)
P = 0X; '

WegenderlinearhomogenerProduktionsfunktionefassersichdie Kostenfunktionemultipli-

kativ separieren,
cj(d, xj) = Cj(q) Xj,

wobei€;(q) die StucklostenfunktiordesUnternehmeng angibt.

Damit gehtdie Lagrange-Funktiorf16) tberin die Form, wie sie Woodland(1982,S. 53) ver

wendet,

L) =q'v+ > x; (pj — &(@).
j
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wahrenddie urspriinglichd_agrange-Funktiomus(12) die Form

L. =g v+ Y (pjfjv)—aTvj) =D pyfievp) +g7(v—vi— - —vp)
j j
annimmt. Selbsterstandlichstimmendie Funktionswerteim Optimum Uberein,z(i, q =
L0, §), weil die Gaewinnein beidenFallenidentischsind. Man beachtgedoch,dassdie zugrun-
deliegenderProblemederErldsmaximierungindderKostenminimierungicht dual zueinander
sind,wie esWoodland(1982,S. 50) behauptetZwar stimmendie Werteder Zielfunktionenim
Optimumuberein,}~; p; f;(Vj) = G0, dieseResultabasierjedochaufdenlinearhomogenen

Produktionsfunktioen undist kein unmittelbare€rgebnisder Dualitatstheorie.

6.5 Lineare Produktionstechnologien

Die bisherigerBeobachtungesindzurelatvieren,wennin einemdritten SchrittlineareProduk-
tionstechnologiemnterstelltwerden. Fasstmandie Inputkoefiizientenin der Matrix A zusam-

men,solautetdaslineareProblemder Erldsmaximierungind seindualesProgramm

(P4) r(p,v) = m;slx{pTx| Ax = v, x = 0}

(D4) k(p, v) =min {vVTalATq = p, q = 0}

Hierin wird die MengemaglicherProduktionspunkté?(v) durchdie Ungleichungemx = v

undx = 0 beschriebenEntsprechendl6) lautetdie Lagrange-Funktiomier
L, q)=p'x+q'v—qAx.

Firein optimalesPaar (X, §) stelltsichimmerdasErgebnisp™s = §"v ein, womit die samtliche
Gewinne verschwinden.Daherwird dasdualeProgrammals Problemder Kostenminimierung
interpretiertwobeitberdie (Schatten-)Preisg der Produktionsiiktorenund nicht iiberv selbst
minimiertwird; vgl. hierzuWoodland(1982,S. 62). Gleichzeitigverlangerdie dualenRestrik-
tionen,dassdie Stlicklostenbei keinemGut desserPreisunterschreiteirfen. Da die Produk-
tion einesGutesbei Verlustereingestelltwird, resultiertin jederzulédssigen.dsungautomatisch
einegewinnloseSituation,sowie esdie linearhomogenerProduktionsfunktioen vermutenas-
sen. Als Fazitist festzuhaltendasssich die Beobachtungiberdie dualenStiicklostenrestrik-
tionenin der linearenProgrammierungnicht ohneweiteresauf die konvexe Programmierung

Ubertragenasst.
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7 Fazit

Seit von Neumann1947 die dualenProgramme(P4) und (D4) eingeflhrthat und spéatestens
seit Dantzig (1963) eine Vielzahl weiterer Anwendungervorgestellthat, sind weite Bereiche
derdkonomischerTheoriegepragtvon denErkenntnisserer linearenProgrammierungDiese
Beobachtungvird flankiertvon der Entwicklungleistungsstame Algorithmen, mit derenHilfe
sich selbstgrof3elineareProgrammeauf dem Computerésenlassen.Hinzu kommt, dassman
lineareProgrammerelati einfach analysiererkannund schnellzu aussagekraftigekrgebnis-
sengelangt. Damit liegt es nahe,die geawvonnenerResultateauf die entsprechendekorvexen
Programmezu UbertragenDieserSchrittwird in der AuRenhandelstheorigeitreichend-wenn
auchin einigenDetails zu soglos — vollzogen. Der vorliegendeBeitrag stellt wesentlicheEr-
gebnissaler korvexen Analysisfir die AuRenhandelstheorieusammerund machtauf einige

Fehhorstellungerim Vergleich zurlinearenProgrammierungufmerksam.
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