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Abstract 1l

Abstract

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Verwendung eines linearen Optimierungsmodells zur Er-
zeugung einer Fachwerkstruktur, welche strukturelles Gleichgewicht aufweist. Hierbei sollen
die Fachwerktrager kostenminimal angeordnet werden. Generell wird versucht, die Methoden

der mathematischen Optimierung im Kontext des Fachwerkbaus anzuwenden.

Im Vergleich zu aktuellen Problemen der Dimensionierung, wird keine vorgegebene Staban-
ordnung hinsichtlich des VVolumens minimiert, sondern eben diese optimale Anordnung ermit-
telt. Die Kinematik wird hierzu explizit nicht bendtigt, sodass tendenziell gréRRere Baurdume
betrachtet werden kdénnen. Das Modell wird genutzt, um die Stabilitat der erzeugten Strukturen
sicherzustellen und eine optimale Anordnung unter Einwirkung der vorliegenden Lasten zu er-
zeugen. Das grundlegende Konzept ist auf zwei- und dreidimensionale Strukturen anwendbar.

Innerhalb dieser Arbeit werden vorerst nur zweidimensionale Strukturen erzeugt.

Zuletzt werden zwei Probleminstanzen, sowie deren Ldsungen als Flussnetzwerk, dargestellt.
Die Instanzen sind bewusst unterschiedlich gewahlt, um sie mit markanten Ausfachungsarten

zu vergleichen. Es wurden charakteristische Ahnlichkeiten entdeckt.
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1 Einleitung

Das Bestmdgliche zu erreichen oder zumindest in eine hinreichende Néhe zu gelangen, ist eine
natirliche Forderung des Menschen (Burkard & Zimmermann, 2012, S. 5). Infolgedessen stellt
sich die Frage, was die optimale Ldsung eines Problems ist und inwiefern diese Frage tiberhaupt
in Hinsicht auf die Zielsetzung beantwortet werden kann. Werden komplexe Probleme unter
mehreren Beteiligten diskutiert, kommt es in der Regel zu unklaren Zielsetzungen und ver-
schwommenen Annahmen (Burkard & Zimmermann, 2012, S. 5). Diese gilt es in jeder Bezie-
hung zu vermeiden, gerade wenn verschiedene Bereiche wie die lineare Optimierung und das
Ingenieurswesen aufeinandertreffen. Das Fortschreiten der mathematischen Optimierung, von
Digitalrechnern sowie dem Ingenieurswesen, ermdglicht es komplexe Konstruktionen nicht nur
auf Erfahrungswerten basierend zu entwickeln, sondern die neusten Erkenntnisse aus Wissen-
schaft und Forschung zu verwenden um ebensolche Probleme optimal zu I6sen. Um diesen
Fortschritt aufrecht zu halten, ist es notig neue theoretische Modelle zu formulieren und hin-

sichtlich ihres Nutzen zu untersuchen.

1.1 Zielsetzung

Ziel dieser Bachelor-Thesis ist es, ein lineares Optimierungsmodell zur statischen und ressour-
cen-minimierenden Anordnung von Fachwerktragern zu formulieren. Es findet somit eine ma-
thematische Beschreibung einer ingenieurwissenschaftlichen Aufgabenstellung statt. Das we-
sentliche Ziel liegt in der automatischen Generierung einer optimalen Struktur.

Alle Stdbe, angreifenden Kréfte und Stltzkréfte liegen in einer Ebene. Das Tragwerk besteht
dabei aus einzelnen Staben, die in Knotenpunkten miteinander verbunden sind. Angestrebt wird
eine Ubertragung der Lasten, wobei diese sich in Zug und Druckkraften in den Staben bemerk-
bar machen. Die Baustatik wird strikt eingehalten, eine Bewegung der Bauteile im Raum ist
somit nicht zul&ssig, siehe hierzu Abb. 1. Es liegt ein strukturelles Gleichgewicht vor. Es wird
ein Ansatz formuliert, der auf die Verwendung der Kinematik verzichtet. Hierdurch kénnen
tendenziell gréRere Baurdume, aufgrund des geringeren Rechenaufwands, betrachtet werden.
Gerade in groBen Baurdumen liegt noch immer ein deutlicher Optimierungsbedarf in Bezug auf

die Vermeidung von Nullstében vor.

Im Vergleich zu aktuellen Problemen der Dimensionierung, wird keine vorgegebene Staban-
ordnung hinsichtlich des VVolumens minimiert, sondern eben diese optimale Anordnung ermit-

telt. Der in dieser Arbeit dargestellte Ansatz soll dazu dienen, in zukinftigen Arbeit genutzt zu
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werden, um Fachwerkstrukturen néher zu untersuchen. Prinzipiell ist er jedoch auf beliebige

Strukturen anwendbar.

1.2 Gliederung der Arbeit

In dieser Bachelorthesis sollen die Methoden der mathematischen Optimierung auf die Frage-
stellungen des Fachwerkbaus angewandt werden. Dabei sind moglichst genaue Zielsetzungen
sowie Restriktionen zu berticksichtigen. Dazu wird in Kapitel 2 der Bereich Operations Rese-

arch (im Folgenden OR) als Schnittstellenmodell vorgestellt.

In den zwei nachfolgenden Kapiteln werden die Grundlagen der mathematischen Optimierung,
insbesondere der linearen Optimierung, sowie der Statik von Fachwerktrégern erortert. In Ka-
pitel 5 wird die mathematische Modellierung zur statischen Anordnung von Fachwerktragern

vorgestellt. Vorweg wird dazu eine Ubersicht des Modells gegeben.

Im Anschluss werden zwei Beispielinstanzen, eine statische Lagerung von Hebewerkzeugen
und eine Fachwerkbriicke, ausgewertet und ein Restimee getroffen. Analogien zu vorhanden

Fachwerksystemen werden gepruft.

Zuletzt fasst Kapitel 7 die grundlegenden Merkmale dieses Modells zusammen und zeigt mog-

liche Erweiterungen sowie Verbesserungen auf.
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Abbildung 1: Eisenbahnbriicke Griethausen, eigenes Bildmaterial
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2 Grundlagen des OR

Dieses Kapitel dient der Darstellung des OR. Zunachst wird der Begriff als solches definiert
und seine Besonderheit als Schnittstelle zwischen verschiedenen Fachbereichen dargestellt. Die
Anwendungsgebiete, Methoden und Modelle sowie Werkzeuge werden gegeniibergestellt und
das VVorgehen zur Losung eines Modells von der Realitét bis hin zum letztlichen Entscheidungs-

vorschlag wird vorgestellt.

2.1 OR als Schnittstellenmodell

Unter dem Begriff des OR werden im Allgemeinen die Entwicklung und der Einsatz quantita-
tiver Modelle und Methoden zur Entscheidungsunterstiitzung in Unternehmen und Organisa-
tionen verstanden (Suhl & Mellouli, 2005, S. 5 f.). Der deutsche sowie der englische OR wur-
den Mitte des vorigen Jahrhunderts von der Armee gepragt (Zimmermann, 2008, S. 6 f.). Der
Bereich ist durch eine Zusammenarbeit von angewandter-Mathematik, Wirtschaftswissen-
schaften sowie der Informatik geformt (GOR, 2016). Heutzutage werden auRerdem technische
Problemstellungen, wie z. B. aus dem Ingenieurwesen, formuliert. Wie in Abb. 2 zu sehen ist,
ist der Bereich OR als Schnittstelle zu verstehen. Fir verschiedene Anwendungsgebiete stehen
Werkzeuge sowie Methoden und Modelle zur Verfiigung und bilden an der Schnittstelle den

demgemal’ gepragten Begriff OR.

Anwendungsgebiete:
e Betrieblich-6konomischer Bereich (Absatz, Produktion,
Beschaffung, ...)
o Technischer Bereich {Forschung und Entwicklung,
Konstruktion, Projektierung, ...)
o Offentliche Verwaltung (Stadteplanung, Wasserwirtschafts,
esundheitswesen, ...)

Werkzeuge:
Mathematik
Programmierung
Datenorganisation
Datenbeschaffung

Abbildung 2: OR Modell, in Anlehnung an (Dempe, 2010, S. 6)
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Wichtigstes Teilgebiet des OR ist die mathematische Optimierung, insb. die ganzzahlige Opti-
mierung (diskrete Mathematik). Hierbei werden Kenntnisse in den Bereichen Matrizenrech-

nung, Vektoranalysis, Stochastik sowie Graphentheorie bendétigt (Zimmermann, 2008, S. 6 ff.).

Die zur Verfugung stehenden Werkzeuge sind unter anderem die Mathematik, Mathematische
Programmierung, Datenorganisation sowie Datenbeschaffung. Wichtig ist hierbei, dass der Be-
griff ,,Mathematische Programmierung® zur Beschreibung der Maximierung oder Minimierung
einer Zielfunktion von Entscheidungsvariablen verwendet wird, wobei die Variablen bestimm-
ten Nebenbedingungen unterliegen (Suhl & Mellouli, 2005, S. 20). Dieser Zusammenhang
sollte klar von dem Programmieren als Tatigkeit, ein Computerprogramm zu erstellen, unter-

schieden werden.

Diese grundlegenden Werkzeuge bilden mit verschiedensten Methoden und Modellen ein brei-
tes Spektrum an Anwendungsgebieten fur das OR. Neben der an erster Stelle durch ange-
wandte-Mathematik, Wirtschaftswissenschaften und Informatik gepragte Zusammenarbeit
(GOR, 2016), kdnnen auch technische Fragestellungen aus dem Bereich des Ingenieurwesens
mittels OR behandelt werden.

Aus heutiger Sicht bekannte Probleme aus dem OR sind das Koénigsberger Briickenproblem,
das Brieftragerproblem (Chinese postman problem), das Problem des Handlungsreisenden, das
Rucksackproblem, der Vier-Farben-Satz, Pack- und Zuschnittprobleme, sowie Reihenfolge-
probleme bei der Maschinenbelegung (Domschke, Drexl, Klein, & Scholl, 2015, S. 1 ff.).

Diese konnen oftmals als Wegeprobleme mit Hilfe von Verfahren aus der Graphentheorie mo-
delliert werden. Auch wenn einige dieser Probleme praktische Anwendungen besitzen, sind

beispielsweise Transportprobleme und Umladeprobleme in der Praxis von hoherer Bedeutung.

2.2 Modellosung in der Praxis

Der Vorgang der Modelldsung teilt sich in der Praxis, wie in Abb. 3 zu sehen, in finf Niveaus
mit jeweiligen Bearbeitungsschritten zwischen diesen auf. Der erste sowie letzte Schritt sind
dabei iterativ verbunden. Wird anfanglich ein falscher oder nicht ausreichend groRRer Realitéts-
ausschnitt betrachtet, wird der letztendlich erarbeitete Entscheidungsvorschlag ein nicht opti-
males Ergebnis sein. Es ist ein geeigneterer Realitatsausschnitt zu wahlen, bzw. der vorherige
sinnvoll zu erganzen. Da das mathematische Modell und das darauf folgende Computermodell
nur ein Abbild des vorher gewdhlten Realitdtsausschnittes sind, kdnnen innerhalb dieser vorhe-

rige Fehler gar nicht oder nur minimal ausgeglichen werden.


https://de.wikipedia.org/wiki/Graphentheorie
https://de.wikipedia.org/wiki/Transportproblem
https://de.wikipedia.org/wiki/Umladeproblem
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> Realitatsauschnitt (System)

Mathematisches Modell

Computermodell

Modellésung

b Entscheidungsvorschlag

Abbildung 3: Vorgang der Modelldsung in der Praxis, in Anlehnung an (Suhl & Mellouli,
2005, S. 77 ff.)

Laut Suhl kénnen die Methoden des OR nicht direkt auf die Realitdt angewandt werden, son-
dern nur auf Modelle der Realitat. Ein Ausschnitt aus der Realitat bzw. eines Systems innerhalb
dieser muss mit Hilfe eines mathematischen Modells beschrieben werden. Dabei findet eine
Abstraktion statt. Hierbei ist nicht immer offensichtlich zu erkennen, wie das eigentliche Ent-
scheidungsproblem strukturiert ist und welche Aspekte der Realitat modelliert werden sollten.
Zunéchst muss geklart werden, was der Entscheidungstrager mochte (Zielfunktion), welche
Freiheitsgerade (Entscheidungsvariablen) man hat und welche Nebenbedingungen (Restrik-
tionen) berucksichtig werden sollten. Dabei ist zu berlicksichtigen, dass es zu einem Entschei-
dungsproblem immer mehrere Modelle geben kann, da es eine Abstraktion der Realitét darstellt.
(Suhl & Mellouli, 2005, S. 6 f.)

Auf Basis des mathematischen Modells kann nun eine computergerechte Darstellung stattfin-
den, indem es in Form eines Computermodells implementiert wird. Es muss tber standardisierte
Datenstrukturen in eine ,,Optimierungsengine* eingegeben werden (Suhl & Mellouli, 2005, S.
77). Das Computermodell wird anschlieBend mittels entsprechender Optimierungssoftware ge-
I6st und interpretiert, um schlussendlich eine Entscheidung treffen zu konnen. Hierbei wird die

Isomorphie des Modells gegeniiber der Realitat vorausgesetzt.
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Ein Modell ist ein zweckorientiertes, ggf. vereinfachtes Abbild
eines Ausschnitts der Realitat, welches hinsichtlich der interes-
sierenden Zusammenhange strukturahnlich oder strukturgleich
ist. (Werners, 2013, S. 3)

Hierbei lassen sich laut Werners die Modelle hinsichtlich ihres Zwecks in Beschreibungsmo-

delle, Erklarungs- oder Prognosemodelle und Entscheidungsmodelle unterscheiden.

Beschreibungsmodelle dienen der Abbildung der realen Situation zur Feststellung bestimmter
Sachverhalte, wie etwa die systematische Erfassung der Kosten und Erlése im betrieblichen

Rechnungswesen. Fachwerksmodelle zahlen ebenso zu den Beschreibungsmodellen.

Erklarungs- oder Prognosemodelle unterstiitzen bei der Untersuchung von Konsequenzen

geplanter Aktivitaten

Entscheidungsmodelle dienen der Ermittlung von Aktivitaten, die unter Beriicksichtigung der
Madglichkeiten und auReren Einfliisse und der Bewertung der Ergebnisse zu méglichst optima-

len Entscheidungen fuhren.
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3 Mathematische Optimierung

Innerhalb dieses Kapitels wird der Begriff Mathematische Programmierung eingefiihrt, ferner
Optimierungsprobleme in die Problemstellungen der Entscheidungsprobleme sowie Optimie-
rungsprobleme eingeteilt. AnschlieBend wird ein allgemeines Optimierungsmodell formuliert
und der Fall der linearen Optimierung detailliert abgebildet. Die ganzzahlige und kombinatori-
sche Optimierung wird beschrieben, um mit der linearen Optimierung zusammen als Grundlage
fur das in Kapitel 5 abgehandelte Modell zu dienen. Weiterfihrend wird die Graphentheorie
definiert, als Grundlage der ebenso erklarten Flussnetzwerke.

Die meisten Definitionen sind aus (Suhl & Mellouli, 2005) , sowie (Domschke, Drexl, Klein,
& Scholl, 2015) enthommen.

3.1 Mathematische Programmierung

Der Begriff ,,Mathematische Programmierung® wird zur Be-
schreibung der Maximierung oder Minimierung einer Zielfunk-
tion von Entscheidungsvariablen verwandt, wobei die Variablen
bestimmten Nebenbedingungen unterliegen. (Suhl & Mellouli,
2005, S. 20)

Der Begrift ,,Programmieren wird seit ca. 1940 verwendet. Er beschreibt, so Suhl, die Planung
von Abldufen und Prozessen in einer Organisation. Hierbei wurde entdeckt, dass sich der Grad
der Plan- oder Prozesserfullung mittels Entscheidungsvariablen darstellen lasst. Ziel ist es, ih-
ren Wert zu bestimmen. Daraufhin wurden Restriktionen eingefuhrt, die den Planungsaufgaben
zugrunde liegen und als Randbedingungen zu verstehen sind. Eine Losung, die all diese Ne-
benbedingungen erfullt, wird als eine geeignete Losung der Aufgabe angesehen. Durch das
Einfuhren einer Zielfunktion, konnten noch komplexere Probleme geldst und die Lésung ent-
sprechend interpretiert werden. Anstelle dass nur die Nebenbedingungen erfillt wurden, sodass
eine geeignete LOsung vorlag, konnte die Losung nun in ihrer Gute verglichen werden. Nun
war es nur noch noétig, diejenige Losung zu finden, welche den Zielfunktionswert maximiert
oder minimiert (Suhl & Mellouli, 2005).



Kapitel 3: Mathematische Optimierung 9

3.2 Optimierungsprobleme

Die Bedeutung des Optimums ist es, unter gegebenen Voraussetzungen, im Hinblick auf ein
Ziel, das hochst erreichbare Mal3 bzw. den hdchst erreichbaren Wert zu erreichen (Duden,
2016).

Hierbei ist zu beachten, dass es sich in der mathematischen Optimierung um die Suche eines
Extremums einer Funktion handelt. Diese Funktion stellt, auf beliebige Weise, etwas Gutes
oder Schlechtes dar. Das gesuchte Optimum kann hierbei ein Maximum oder Minimum sein,
der Sachverhalt muss kontextgebunden betrachtet werden. Aus dem Sachverhalt heraus, dass
sich das Optimum mathematisch formulieren I&sst, ist es moglich, einige technische Probleme

mit rein mathematischen Methoden auf ihr Optimum hin zu untersuchen.

Hierbei sei Q ein Losungsraum (Menge von moglichen Losungen) sowie eine Zielfunktion f :

Q — R gegeben.
Generell werden zwei Problemstellungen unterschieden (Nationalbibliothek, 2016):

Entscheidungsprobleme, bei denen zusatzlich ein Grenzwert g € R gegeben ist und ermittelt

werden soll, ob esein x € Q gibt mit f(x) = g.

Optimierungsprobleme, bei denen man den Wert der besten Ldsung wissen will, also
max{f(x)|x € Q}.

Ein Optimierungsproblem lasst sich leicht in ein Entscheidungsproblem wandeln, indem man

zur Problemstellung den Grenzwert g € R bzw. g € N hinzunimmt.
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3.3 Allgemeines Optimierungsmodell

Die meisten Definitionen dieses Abschnittes sind aus (Domschke, Drexl, Klein, & Scholl, 2015,
S. 4 ff.).

Ein Optimierungsmodell I&sst sich allgemein wie folgt formulieren:

Zielfunktion (Maximiere/Minimiere)

z = F(x) (3.3.1)
unter den Restriktionen
> (3.3.2)
gi(x) {:} 0 fiuri=1,...,m
<
X EW, XWX . XW,, W €(R,,Z,,B}firj=1..,n (3.3.3)
Dabei haben die verwendeten Symbole folgende Bedeutung:
X Variablenvektor mit n Komponenten x 4, ..., x
F,F(x) Zielfunktion bzw. Zielfunktionswert fir den Variablenvektor x
x; ER, Nichtnegativitatsbedingung (nichtnegative kontinuierliche Variable)
X €L, Ganzzahligkeitsbedingung (nichtnegative ganzzahlige Variable)
X; €EB Binarbedingung (binére Variable)

(3.3.1) entspricht einer Zielfunktion, die maximiert oder minimiert wird.

(3.3.2) ist ein System von m Gleichungen und/oder Ungleichungen (Nebenbedingungs- oder

Restriktionssystem).

(3.3.3) legt den Wertebereich der Entscheidungsvariablen fest. Jede Variable hat einen konti-
nuierlichen, ganzzahligen oder bindren Wertebereich. Hierbei ist tiber die Definition hinaus

maglich, dass einige Variablen im Vorzeichen nicht beschrankt sind (x; € R oder x; € Z).
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Ausgenommen von dieser allgemeinen Darstellung sind Modelle mit mehrfacher Zielsetzung,

sowie Simulationsmodelle, die sich nicht in dieser einfachen Form darstellen lassen.

3.4 Lineare Optimierung

Wenn die Zielfunktion und alle Restriktionen eines Optimie-
rungsmodells Linearkombinationen der Entscheidungsvariablen
sind, kdnnen Modellierungs- und Lésungstechnologien der linea-
ren Optimierung (Linear Programming, im Folgenden LP) einge-
setzt werden. Dabei wird eine gegebene Zielfunktion minimiert
oder maximiert, unter Berucksichtigung von linearen Restriktio-
nen, die Gleichungen oder Ungleichungen (< oder =) sein kon-
nen. (Suhl & Mellouli, 2005, S. 8f.)

Domschke verdeutlicht, dass die Verfligbarkeit der richtigen Daten eine wichtige VVorausset-
zung fir ein Optimierungsmodell ist. Die in Abb. 4 gezeigten Schritte sind dabei chronologisch

durchzufiihren

Formulierung aller Nebenbedingungen Spezifizierung der Zie ffunktion in Form

Spezifikation der gesuchten GriRRen Funktion der

bzw. Entscheidungsvariablen Gleichu

fur die Entscheidungsvariablen minimieren bzw. maximieren ist

A A

Abbildung 4: Lineares Optimierungsproblem, in Anlehnung an (Domschke, Drexl, Klein, &
Scholl, 2015)

Weiterhin wird die LP bereits in den verschiedensten Funktionsbereichen von Unternehmen
angewendet und besitzt ihre grofite Bedeutung im Bereich der Fertigungsplanung (Produkti-

onsprogramm-, Mischungs-, Verschnittoptimierung).

Einen groben Uberblick tber wesentliche Beziehungen zwischen den einzelnen Themen, in
Zusammenhang mit der linearen Programmierung, gibt Abb. 5. Ein voll ausgezeichneter Pfeil
bedeutet dabei, dass B zum Verstandnis von A benétigt wird. Ein gestrichelter Pfeil bedeutet,

dass die Themengebiete sich indirekt inhaltlich aufeinander beziehen.
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Lineare Optimierung 2 Graphentheorie ‘ »| Ganzzahlige Optimierung Warteschlangentheorie

Abbildung 5: Ubersicht Themengebiete, in Anlehnung an (Domschke, Drexl, Klein, & Scholl,
2015, S. 6)

Die drei géangigsten Verfahren zur Losung linearer Modelle sind die Simplex Methode, das
Innere-Punkte-Verfahren sowie grafische Losungsverfahren. Dabei spielt das duale Problem
bzw. die Formulierung eines Problems in Normalform sowie dualer Form eine wichtige Rolle.
Im Hinblick auf die Eigenschaften des zuldssigen Bereichs sind die Begriffe konvexe Li-
nearkombination sowie konvexe Hille von Bedeutung. Zur genauen Erlauterung der Vorgehen
sowie Formulierungen wird auf (Suhl & Mellouli, 2005, S. 35-44) , (Unger & Dempe, 2010, S.
45-59 ff.) und (Domschke, Drexl, Klein, & Scholl, 2015, S. 23) verwiesen.

3.4.1 Entscheidungsvariablen

Die Entscheidungsvariablen entsprechen dem Losungsraum, sprich Entscheidungsfreiraum, in
der gegebenen Entscheidungssituation. Sie kdénnen dabei beispielsweise Produktionsmengen
einzelner Produkte oder Varianten, Mengen an Zutaten in Mischungen oder Flachen in der
landwirtschaftlichen Produktion darstellen. Die Variablen sollten so gewahlt werden, dass sie
im Sinne der gegebenen Zielfunktion mdglichst optimal sind (Suhl & Mellouli, 2005, S. 32).

Die Variablen werden folgendermalien bezeichnet:
Xj,sodassly < x; < yjfiurallej €1,...,n

Das heif3t, es gibt n Variablen, die jeweils eine (reelle) Untergrenze 1; und Obergrenze u; haben.
Die Variablen kdnnen auch nach unten oder nach oben unbeschrankt sein. In dem Fall ist die
Unter- bzw. Obergrenze gleich —co oder +oco (Suhl & Mellouli, 2005, S. 32).
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3.4.2 Zielfunktion

Die optimale Entscheidung ist besonders von der Zielfunktion abhangig und optimal nur im
Hinblick auf die gegebene Zielfunktion. Die Zielfunktion und die schlussendlich erfolgende
Entscheidungs- bzw. Handlungsempfehlung hangen somit direkt voneinander ab. Beispielhafte
Zielfunktionen sind z. B. Ertrags-, Deckungsbeitrags- oder Gewinnmaximierung, Kostenmini-
mierung sowie Maximierung des ROI. AuRerst wichtig ist, dass die lineare Optimierung nur
eine Zielfunktion erlaubt. In der Praxis ist es oft so, dass mehrere Ziele simultan bertcksichtigt
werden sollen. Das Problem wird geldst, indem fiir eine der gewiinschten Funktionen die héch-
ste Prioritét gesetzt wird, nach der dann optimiert werden kann. Eine andere Mdglichkeit ist es,

eine Linearkombination mehrerer Zielfunktionen zu nutzen (Suhl & Mellouli, 2005, S. 32 f.).

Die allgemeine Form der Zielfunktion wird dargestellt als:

n
Maximiere bzw. Minimiere z = Z GjXj
j=1

3.4.3 Restriktionen

Restriktionen konnen in der linearen Optimierung als Ungleichungen oder Gleichungen darge-
stellt werden, wobei die ,,linke Seite eine Linearkombination der Entscheidungsvariablen und
die ,,rechte Seite” eine reelle Konstante ist. Typische Restriktionen sind z.B. Kapazitatsgrenzen
in der Produktion, Verfuigbarkeit der Rohmaterialien und prognostizierte Absatzmengen. Wei-
terhin mussen oft logische oder physikalische Gegebenheiten als Restriktionen definiert wer-
den, damit das Modell korrekt und realittsnah funktioniert. Oft sind fur einzelne Variablen
Ober- und/oder Untergrenzen gesetzt, welche auch als Restriktionen anzusehen sind (Suhl &
Mellouli, 2005, S. 33).

Die Restriktionen kdnnen folgendermalien dargestellt werden:

n
Zainij <> b, furallei € {1,... ,m}

j=1

Wie zu sehen, liegt also fur jedes i eine < oder > Restriktion vor.
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3.4.4 Formen und Eigenschaften von LPs
Optimierungsprobleme mit Ungleichungen als Nebenbedingungen

Jedes beliebige LP lasst sich in der folgenden Form aufschreiben:

p (3.4.1)

Maximiere F(xl, ,xp) = Z Cj Xj
j=1

Unter den Nebenbedingungen

(3.4.2)

Zauxu < blfUT'l = 1;-" ,ym
j=1

X 2 0firj=1,..,p (3.4.3)

Analog kann dazu ein Minimierungsproblem formuliert werden, indem in (3.4.1) anstelle der
Maximierung eine Minimierung vollzogen wird. Des Weiteren muss die < - Beziehung durch
eine > - Beziehung ersetzt werden. Die Nichtnegativitatsbedingung (im folgenden NNB)
(3.4.3) bleibt bei beiden Formen erhalten. Die NNB existiert, da z.B. negative Produktionsmen-
gen keinen Sinn machen. Laut Suhl werden bei LP-Modellen Variablen im Allgemeinen als
nichtnegativ vorausgesetzt, daher muss die NNB bei den meisten Softwarepaketen zur Lésung
von LP’s nicht explizit angegeben werden (Suhl & Mellouli, 2005, S. 38).

Domschke weist darauf hin, dass die Aussagen aufgrund folgender Uberlegung gelten:

Eine zu minimierende Zielfunktion F(x) l&sst sich durch die zu maximierende Zielfunktion
—F(x) ersetzen und umgekehrt, d.h. der Koeffizientenvektor ist mit -1 zu multiplizieren. Eine
< - Nebenbedingung lasst sich durch Multiplikation beider Seiten mit -1 und eine > - Restrik-

tion transformieren.

Eine Gleichung a;1x; + -+ a;,x, = b; lasst sich durch zwei Ungleichungen ersetzten:

aj1xy + -+ apx, < byund —a;x; — = apx, < —b;

Falls eine Variable x; beliebige Werte aus R annehmen darf, so kann man sie durch zwei Va-

riablen x; =0 und x;" > 0 substituieren; dabei gilt x; := x; — x;’ (Domschke, Drexl, Klein,

& Scholl, 2015, S. 21 ff.)



Kapitel 3: Mathematische Optimierung 15

Die Normalform eines linearen Optimierungsproblems

Erweitert man die Nebenbedingungen (3.4.2) und (3.4.3) um die Schlupfvariablen
Xp+1, - » X , di€ in der Zielfunktion (3.4.1) mit 0 bewertet werden, so entsteht folgendes Mo-

dell (Domschke, Drexl, Klein, & Scholl, 2015, S. 21 ff.):

14 n
Maximiere F(xl, s Xpy Xpi1s e Xy ) = z Cj xj + Z 0 * Xj
j=1 j=p+1

Unter den Nebenbedingungen

p
Zaijxj+xp+i = blfurl = 1, , My

Ajj Xj — Xpyi = blfurl =m1+1,... Uy

. ~.
M <
=

~
Il
=

a;jxj= b furi=my;+1,..,m

M-

~.
Il
[y

Xj >0furj=1,..,n
Dabei werden die urspriinglichen Variablen x4, ... , x,, als Strukturvariablen bezeichnet. For-

muliert wie in nachstehenden LP, spricht man von der Normalform eines LP’s.

n
Maximiere F(xy, ... ,x,) = Z Cj Xj
Jj=1

Unter den Nebenbedingungen

al-jxj = blfurl = 1, ,m

j=1

x.

i 20firj=1,..,n

Eine alternative Darstellung der Normalform ist die Matrixschreibweise.

Maximiere F(x) = c"x
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Unter den Nebenbedingungen

Ax =b
x =0

Dabei haben die verwendeten Symbole folgende Bedeutung:

Cc, X n-dimensionale Vektoren
b m-dimensionaler VVektor
A (m x n) Matrix

Im Allgemeinen gilt hierbei n > m und oft n >»> m.

Gelten in der Matrixschreibweise folgende Eigenschaften, sagt man, dass LP besitze die kano-

nische Form.

€1
/ \ a1 v Qin-m

c . 1 - 0
b>=0,c=| """ dA oo : P
/ An1 " Ampn-mlO - 1

0

3.5 Ganzzahlige und kombinatorische Optimierung

Laut Suhl sind viele in der Praxis vorhandene Probleme nur mit ganzzahligen Variablen sinn-
voll zu 16sen, da eine Teilbarkeit von Ressourcen oft nicht gegeben ist. Rein-ganzzahlige (In-
teger Programming, im Folgenden IP) oder gemischt-ganzzahlige (Mixed Integer Program-
ming, im Folgenden MIP) lineare Optimierung unterscheidet sich von der (kontinuierlichen)
linearen Optimierung nur durch zusatzliche Bedingungen. Es unterliegen nun einige oder alle
Variablen der Ganzzahligkeitsbedingung. Es ist beispielsweise notwendig Menschen, Fahr-
zeuge oder Maschinen, ganzzahligen Mengen bestimmter konkurrierender Moglichkeiten zu-
zuordnen. AuRerdem lassen sich binére ja/nein-Entscheidungen uber die Durchfiihrung poten-
tieller Projekte oder Vorhaben mithilfe von 0/1-Variablen darstellen, wobei logische Abhan-
gigkeiten zwischen Projekten mithilfe dieser speziellen, ganzzahligen Variablen als lineare Re-
striktionen darstellbar sind (Suhl & Mellouli, 2005, S. 9). Die Zielfunktion und die Restriktio-

nen sind nun linear, die Variablen allerdings diskret.
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Im Gegensatz zu linearen Optimierungsmodellen sind ganzzahlige und gemischt-ganzzahlige
Modelle in der Regel sehr schwer zu lI6sen. Die Schwierigkeit wird durch die sogenannte kom-
binatorische Explosion verursacht: Bereits fir kleine Modelle gibt es eine astronomische An-
zahl mdglicher Wertekombinationen, so dass diese selbst mit schnellen Computern nicht in
einer vertretbaren Zeit enumeriert werden kdnnen. LP-L6sungstechniken reichen hier nicht aus,
da optimale Ldsungen der LP-Relaxationen (MIP-Modelle ohne Ganzzahligkeitsforderung)

fraktionelle Werte aufweisen kdnnen.

Aus diesem Grund wurden spezielle Suchstrategien entwickelt, bspw. das Branch-and-Bound,
die allerdings im schlechtesten Fall einen exponentiellen Rechenaufwand bezogen auf die Pro-
blemgroRe erfordern (Suhl & Mellouli, 2005, S. 9).

3.6 Graphentheorie

3.6.1 Grundlagen

Die in diesem Abschnitt definierten Begriffe stammen aus (Domschke, Drexl, Klein, & Scholl,
2015), (Neumann & Morlock, 2002) sowie (Padberg, 2005).

Da im Laufe der spateren Modellierung Graphen verwendet werden, um die Kraftverlaufe in-
nerhalb der Gleichgewichtssysteme darzustellen, werden in diesem Abschnitt die notwendigen

Graphentheorie-Grundlagen erlautert.

Ein Graph ist ein geordnetes Paar G = (V, E) bestehend aus einer nichtleeren, endlichen Kno-
tenmenge V und einer Kantenmenge E. Hierbei wird zwischen gerichteten und ungerichteten
Graphen unterschieden. Ist das jedem Element aus E zugewiesene Knotenpaar nicht geordnet,
so wird G als ungerichteter Graph bezeichnet. Hierbei werden die Elemente aus E Kanten ge-
nannt. Ist das jedem Element aus E zugewiesene Knotenpaar geordnet, so wird G als gerichteter
Graph betitelt und jedes Element aus E als Pfeil kenntlich gemacht. Flr ungerichtete Graphen
gilt somit E < {{u,v}|u,v € V,u # v}. Bei gerichteten Graphen gilt ergdnzend E <

{(w,v)|u,v € V,u # v}. Abb. 6 zeigt diese Unterscheidung anschaulich.
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Abbildung 6: gerichteter sowie ungerichteter Graph, eigene Darstellung

Links ein ungerichteter Graph mit G = (V,E) mit V={1234} und E =
{{1,2},{1,3},{2,3},{2,4}} sowie rechts ein gerichteter Graph mit G' = (V,E") mit E' =
{{1,2},{1,3},{2,1},{3,2}, {4,2}}. Hierbei geben die Pfeilrichtungen die Orientierungen der Kan-

ten wieder.

3.6.2 Quelle-Senke-Netzwerke

Flussprobleme kénnen in Netzwerken mithilfe von Graphen modelliert werden. Hierbei ist ein
Quelle-Senke-Netzwerk(im Folgenden g-s-Netzwerk) ein kantenbewerteter, gerichteter Graph
G = (V,E) mit der Eigenheit, dass eine Ecke q als Quelle sowie eine Ecke s als Senke bezeich-
net wird. Die zwischen Quelle und Senke liegenden Knoten und Kanten kénnen als Zwischen-
stationen aufgefasst werden. Uberdies wird jeder Kante, also eine Verbindung von zwei Ecken
im Netzwerk, eine Kapazitat ¢ zugewiesen. Sie gibt an, wie viel maximal durch die Kante flie-
Ren kann. Im Fall der Statik wére dies die maximal zugelassene Zug- bzw. Druckspannung
innerhalb des Stabtrégers, welche mittels der Querschnittsflache zu einer maximalen Zug- so-

wie Druckbelastung umgerechnet werden kann.
Ein g-s-Netzwerk entspricht somit folgender Form:

N = (G, q,s,c), mit
G =V,E)
V ={v,vy,..,0,}
E ={e e, ...,e0}
c(e) = Kapazitat c der Kante e

g = Quelle

s = Senke
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3.6.3 Ein g-s Fluss

Um die Ableitung von Kraften innerhalb eines g-s-Netzwerkes darzustellen, wird der Begriff
g-s-Fluss benétigt und hiermit eingefiihrt. Hierbei wird durch eine Funktion f jeder Kante des
Netzwerkes eine nichtnegative reelle Zahl zugeordnet, sodass zwangsweise ein Fluss im Netz-
werk entsteht. Dieser startet in g, lauft Gber die Kanten und Ecken und endet schlussendlich in
s. Statisch gesehen, ist dieser Ansatz analog zur duf3eren statischen Bestimmtheit eines Korpers.
Ein System wird hierbei als duRerlich statisch bestimmt bezeichnet, wenn die &ul3eren Lagerre-
aktionen ausschlief3lich durch die GGB aus der Belastung berechnet werden kénnen. Ergo mis-
sen die in das System eingeleiteten Krafte (Quelle) den Reaktionskraften in den Lagern ent-
sprechen (Senke). Es liegt also ein Gleichgewichtssystem vor, ohne das ,,innere” des Systems

zu betrachten. Selbige Bedingung wird fir ein g-s-Fluss gefordert.
Infolgedessen werden folgende Bedingungen an einen g-s-Fluss gestelit:

0 < f(k) < c(k)
Der Fluss durch eine Kante entspricht maximal der Kapazitat dieser Kante.

Es kann somit nicht mehr Kraft durch einen Fachwerkstab Ubertragen werden, als es ihm seine

maximale aufnehmbare Kraft (Streckgrenze, Reil3grenze, Bruchgrenze etc.) erlaubt.

f= > f®

k=(i,j)eK k=(j,i)eK

Der Fluss, der pro Zeiteinheit in einen Knoten hinein flielt, muss auch in der gleichen Zeitein-
heit wieder hinaus flieBen. Diese Bedingung wird Flusserhaltung genannt, wobei der Start und
Zielknoten von ihr ausgenommen ist. Der Wert eines Flusses ist also der Nettofluss, der an der
Senke s ankommt bzw. aus der Quelle q herausfliel3t. Eine allgemeine Fragestellung innerhalb
der Netzwerke ist es, maximale Flusse zu finden. Innerhalb dieser Arbeit wird jedoch nur die

Flusserhaltung bendtigt, um die Kraftverldufe innerhalb der Statik abzubilden.

Im Gegensatz zu der obigen Vorstellung der Flusserhaltung, spielt Zeit in der Statik keine Rolle.
Flusserhaltung ist dort mit Krafterhaltung bzw. direkt mit dem Kré&ftegleichgewicht gleichzu-
setzen, da Kraft anders als Wasser oder Strom nicht je Zeiteinheit flie3t bzw. wirkt.

Bezogen auf folgendes Modell wird also festgesetzt, dass alle in einen Knotenpunkt eingefihr-

ten Kréfte auch wieder ausgefiihrt werden mussen. Somitist ), F = 0, was zerlegt werden kann
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in Y F, =0, X FE, =0 und obendrein im dreidimensionalen ). F, = 0. Die drei Indizes x,y, z

entsprechen hierbei den drei Raumrichtungen.

Zum Verstandnis, inwiefern ein g-s-Fluss eine Erweiterung eines g-s-Netzwerkes darstellt, wird
Abb. 7 abgebildet. Der aktuelle Fluss ist in rot gekennzeichnet, die maximalen Kapazitaten in

1 30— 2 10— 3 1 30/30-p 2 10/10-p 3
20 / \ 50 22 30/40” \ 0/50 10/22
) g N s W52 \

{ \
q 5 37 s q 5 20/37
N\ \ A \ / P
20 54 32 0/20 0/54 \ 20/32
\ / \ / \ \ z
Y L
4 17 6 4 0/17 6

Abbildung 7: Erweiterung eines Netzwerkes um einen zuléssigen Fluss, in Anlehnung an
(Padberg, 2005, S. 7)

Der Wert eines Flusses kann auch als Nettofluss aufgefasst werden, der an der Senke s ankommt
bzw. aus der Quelle g herausfliel3t. |f| ergibt sich also aus der Summe aller Fliisse aus der
Quelle sowie aus der Summe aller Flusse in die Senke. Es wird also alles, was aus der Quelle

heraus fliel’t, in die Senke hinein fliel3en.

= > fl- ) f®

k=(q,i))EK k=(i,q)EK

Anhand des Wertes eines Flusses kann also angegeben werden, wie groR die Kraft ist, die durch
den aktuellen Kraftefluss abgeleitet werden kann. Im in Abb. 7 aufgefiihrten Bsp. ergibt sich
ein|f| =30,daf(q,1) =30und f(q,4) = 0.

Zur Uberfiihrung der Graphen in ein Computerprogramm, eignen sich zwei Darstellungsfor-

men. Die Adjazenzmatrix sowie die quadratische Matrix A = (a;;) mit

@ = {1,falls (i,j) K
b 0, sonst
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Ist der Graph ungerichtet, liegt also eine symmetrische Matrix vor. Fir den ungerichteten sowie

flr den gerichteten Graphen aus Abb. 6 sieht die Matrix wie folgt aus:

0 1.1 0 0 1.1 0
1 01 1 1 0 0 O
11 0 0 0 1.0 O
0 1 0 O 0 1.0 O

Ist der Graph gerichtet, ist die Knoten-Kanten-Inzidenzmatrix (kurz Inzidenzmatrix) eine ge-
eignete Darstellungsform, da sie die Richtung der Kanten wiedergibt. Sie speichert in den Zei-
len die Knoten i und in den Spalten die Kanten j. Dabei werden die Richtungen der Kanten

folgendermalen wiedergegeben:

1, fallsej = (v,i) fireinv €V {i},
bij = {-1, fallsej = (i,v) fireinv €V {i},
0, sonst

Anhand der Richtung der Kanten, kann festgelegt werden, welchen Richtungssinn die in den
jeweiligen Fachwerksstaben wirkende Zwangskraft besitzt. Hierbei werden die von aufien zu-
gefuhrten Quellkrafte, falls vorhanden, mit in die Berechnung der Zwangskrafte aufgenommen.
Es wird eine Vorzeichenkonvention festgelegt: ein pos. VVorzeichen spiegelt eine Zugspannung
wieder sowie ein neg. Vorzeichen eine Druckspannung. Die Vorzeichenkonvention wird &qui-

valent in die Flusserhaltung aufgenommen.

Mit dem Abschluss dieses Kapitels sind alle nétigen mathematischen Grundlagen eingefiihrt
und werden in den anschliellenden Kapiteln als gegeben vorausgesetzt.



Kapitel 4: Statik von Fachwerktragern 22

4 Statik von Fachwerktrigern

Um die Lucke zwischen der mathematischen Optimierung und dem Ingenieurswesen zu schlie-
Ren, wird in diesem Kapitel die Statik von Fachwerktrégern erléutert. Der Fachwerktrager als
solcher wird allgemein definiert und die nétigen Berechnungsgrundlagen werden aufgezeigt.
Zuletzt werden verschiedene Verfahren zur Stabkraftermittlung vorgestellt, wobei das in die-

sem Modell verwendete Verfahren das Lineare Gleichungssystem ist.

4.1 Definition eines Fachwerktrigers

Krings definiert, dass Fachwerktrager aus Einzelstaben bestehen, die untereinander zu unver-
schieblichen Dreiecken verbunden sind. Die auRReren Kréafte werden als Einzellasten auf die
auBeren Knoten konzentriert und als Druck oder Zug in die Stébe eingeleitet. Die Stabmittel-
achsen treffen sich in den Knotenpunkten, wo sie zentrisch zu Gelenken verbunden sind. Die
praktische Ausfiihrung weicht von diesen modellhaften Annahmen z.T. ab, was die Tragfahig-
keit jedoch im Allgemeinen nicht beeintrachtigt. Form und Stabanordnung der Fachwerktrager
und —Binder sind unterschiedlich vgl. (Krings & Wanner, 2009, S. 143).

Wie in Abb. 8 zu sehen, bestehen Fachwerktrager aus Auflagern, Knotenpunkten, Untergurt,
Obergurt, Vertikalstaben als Pfosten sowie Diagonalstiben als Streben. AuBere Gurtstabe bil-
den also den Umriss eines Fachwerks und werden als Obergurtstabe bezeichnet, wenn sie an
der Fachwerkoberseite verlaufen, sowie als Untergurtstdbe wenn sie an der Unterseite liegen.
Innere Flllstabe verlaufen zwischen dem Ober- und Untergurt. Dabei unterscheidet man zwei
Falle, im ersten sind sie geneigt und werden als Diagonale oder Streben bezeichnet, im zweiten

verlaufen sie lotrecht zwischen Ober- und Untergurt und heif3en Stander oder Pfosten.

Insbesondere werden die Stébe, die zu der Ubertragung der Lasten von Knotenpunkt zu Kno-
tenpunkt dienen, nur auf Zug oder Druck beansprucht. In dieser Arbeit werden nur ebene Fach-
werke behandelt, d.h. alle Stdbe und die am Fachwerk angreifenden Krafte und Stutzkréafte lie-

gen in einer Ebene.
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Knotenpunkte Oberguq Vertikalstab(Pfosten)

/

Untergurt by

/

Festlager Loslager

Abbildung 8: Fachwerksreihe

Hierbei werden folgende, besonders fir die spétere Berechnung wichtige, Annahmen getroffen

vgl. (Czapalla, S. 1):
e Das Fachwerk besteht nur aus starren und geraden Stében.

o Die Stédbe sind an den Knotenpunkten gelenkig miteinander verbunden (die Knoten sind

reibungsfreie Gelenke).

¢ Die Stabanschlisse sind zentrisch, d.h. die Schwerlinien der Stabe (Stabachsen) schneiden

sich im Knotenpunkt.

¢ Die Belastungen greifen als Einzellasten in den Knotenpunkten an. Das Eigengewicht der
Stabe kann auf die Knoten verteilt oder gegenuber der dauBeren Belastung vernachlassigt

werden.

Fachwerke verbrauchen wenig Material, diese Tatsache senkt die Kosten fiir den Bau enorm.
Als Baustoff kommen sowohl Holz, als auch Stahl zum Einsatz. Sie konnen hohe Verkehrsla-
sten tragen und werden deshalb hdufig flr Eisenbahniberfihrungen oder Stralenbriicken mit
grolReren Stutzweiten genutzt. Es werden auch Fachwerktrager mit kleineren Spannweiten ein-

gesetzt, das geschieht allerdings aus architektonischen Griinden vgl. (Paffgen GmbH, 2010).

Laut Naumann muss um zu entscheiden, ob ein VVollwandtrager oder Fachwerktrager giinstiger
ist, zwischen wirtschaftlichen und Konstruktionsaspekten unterschieden werden. Wie oben
schon erwéhnt, liegt der Vorteil von Fachwerken bei einem geringen Werkstoffverbrauch. Des
Weiteren sind sie lichtdurchldssig und besitzen eine hohere Biegefestigkeit bei der Montage.

Die Materialeinsparung wéchst mit zunehmender Spannweite. Aullerdem sind sie vorteilhaft,
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wenn z.B. Rohre durch das Fachwerk zu fiihren sind. Auf der anderen Seite wird bei der Ferti-
gung solcher Fachwerksysteme ein hoherer Aufwand betrieben, wodurch die Kosten steigen.
Auf Grund der vergrolRerten Oberflache sinkt die Bestandigkeit gegentliber Feuer. AulRerdem ist
bei der Entscheidung der Konstruktionswahl zu beachten, dass Vollwandtrager durch ihre gro-
Ren Flachen ruhiger wirken, dafiir erscheinen Fachwerktrager auf Grund des Filigranen leichter
vgl. (Naumann, 2011, S. 5).

Fachwerktrédger werden laut Falk nach folgenden drei Kriterien eingeteilt (Falk, 2013, S. 68
ff.):

1. Struktur des Stabgitters (Ausfachung)
2. AuRere Form bzw. Form der Gurtlinie
3. Art des Tragwerksystems

Genaue Darstellungen hierzu befinden sich im Anhang A, wobei besonders die Félle einfaches
Streben—Fachwerk, Streben-Fachwerk mit Hilfspfosten, Stander-Fachwerk mit zur Mitte hin
fallenden sowie steigenden Diagonalen, Pfosten-Fachwerk mit gekreuzten Diagonalen, Rauten-
Fachwerk, Parallelgurtfachwerk sowie der Fachwerkbriickentrdger von Bedeutung sind. Sie
werden sich komplett oder in Teilstlicken innerhalb der dargestellten Instanzen wiederspiegeln.
Hierbei wurden alle Ausfachungsarten bewusst als Drahtmodell, anstatt wie in Abb. 8 als Fl&-

chenmodell, dargestellt, um die Artverwandheit zum Flussnetzwerk zu verdeutlichen.

4.2 Berechnungsgrundlagen

4.2.1 Statische Bestimmtheit

Laut Meskouris sind die topologischen Eigenschaften des Stabtragwerks, d.h. Form, Anzahl
und Anordnung seiner Stabe, Lager und Anschlusse fur das mechanische Verhalten verantwort-
lich.

Es ist zwischen den Féllen statisch bestimmt (1), statisch unbestimmt (2) sowie statisch unter-
bestimmt (3) zu unterscheiden. Ist die Schnittkraftbestimmung allein durch die Gleichgewichts-
bedingungen (im Folgenden GGB) mdglich, nennt man das Tragwerk statisch bestimmt. Bei
ebenen Systemen stehen je Stabelement drei, bei rdumlichen Systemen sechs GGB zur Verfi-
gung (Meskouris & Hake, 1999).
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1. statisch bestimmte Systeme:

= Zur Bestimmung der Auflagerreaktionen und der Schnittgroen reichen Gleichge-

wichtsbedingungen aus.

= Angaben Uber die Steifigkeitseigenschaften werden nur zur Berechnung der Verfor-

mung bendtigt, nicht dagegen zur SchnittgrélRenermittlung.
2. statisch unbestimmte Systeme:

= Zur Bestimmung der SchnittgroBen und Auflagerreaktionen sind zusétzlich zu den

GGB Forménderungsbedingungen in die Berechnung einzufthren.

= Die Steifigkeitseigenschaften gehen sowohl in die SchnittgroBenermittlung, als auch

in die Verformungsberechnung ein.
3. statisch unterbestimmte Systeme:
= Sie sind als Tragwerke unbrauchbar.
= Gleichgewicht ist allenfalls flr spezielle Lastfalle moglich.
= Sie sind kinematisch verschiebbar.

Des Weiteren wird laut Czapalla zwischen innerer und &ulRerer statischer Bestimmtheit unter-
schieden. Ein Fachwerkssystem, was so konstruiert ist, dass sich die Auflagerkrafte bestimmen
lassen, setzt nicht voraus das sich alle Stabkrafte durch die GGB berechnen lassen (Czapalla,
S. 6f.).

Die duRere statische Bestimmtheit ergibt sich aus der Bestimmung der Auflagerkréfte, sowie

die innere statische Bestimmtheit aus der Bestimmung der Stabkréfte.

Die innere statische Bestimmtheit wird durch folgende Formel berechnet:
s=2k-3

Dabei haben die verwendeten Symbole folgende Bedeutung:

s = Anzahl der Stabe

k = Anzahl der Knotenpunkte
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3 entspricht der Anzahl der GGB in der Ebene
Somit ist ein Fachwerk fur:
s=2k—-13 stabil und innerlich statisch bestimmit,

s>2k—-3 stabil, aber innerlich statisch unbestimmt, wobei s — 2k + 3 den Grad der

statischen Unbestimmtheit angibt

s<2k-3 labil und nur in Spezialfallen im Gleichgewicht

4.2.2 Nullstébe

Nullstdbe sind Stébe, die bei bestimmten Lastfallen weder Zug- noch Druckkréfte erhalten.
Laut Czapalla, ist es ratsam, vor der eigentlichen Berechnung das Fachwerk auf sogenannte
Nullstébe hin zu untersuchen. Dabei kann die Bestimmung rechnerisch oder zeichnerisch erfol-
gen, jedoch werden in beiden Verfahren zuerst die Auflagerkrafte mit Hilfe der drei GGB be-
stimmt. (Czapalla, S. 14).

Dabei gelten folgende drei Regeln zur Bestimmung von Nullstaben:

1. Sind an einem belasteten Knoten nur zwei Stédbe angeschlossen und greift die &dulere

Kraft in Richtung des einen Stabes an, so ist der andere Stab ein Nullstab.

2. Sind an einem unbelasteten Knoten zwei Stdbe angeschlossen, die nicht in gleicher Rich-

tung liegen, so sind beide Stébe Nullstabe.

3. Sind an einem unbelasteten Knoten drei Stabe angeschlossen, von denen zwei in gleicher

Richtung liegen, so ist der dritte Stab ein Nullstab.

Aulerdem wird ein ermittelter Nullstab bei der Ermittlung weiterer Nullstdbe weggedacht.
Abb. 9 zeigt die Anwendung der drei Regeln an einer Tragwerksreihe. Alle folgenden Zeich-

nungen in diesem Abschnitt wurden in Anlehnung an (Czapalla, S. 9 ff.) erstellt.
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-100,0 -100,0 -100,0 -100,0 Regel 2

Abbildung 9: Nullstabe anhand Tragwerksreihe

4.2.3 Bildungsgesetze

Die einfachste Form eines Fachwerks ist aus drei Stdben gebildet, die paarweise an drei Kno-
tenpunkten zu einem Dreieck zusammengeschlossen sind. Laut Czapalla missen nun be-
stimmte Regeln bei der Erweiterung dieser einfachsten Form eingehalten werden. Dem Ganzen
wird man gerecht in Form der Bildungsgesetze, welche sich in drei Bereiche einteilen lassen
(Czapalla, S. 9 f.).

1. Bildungsgesetz

Wie in Abb. 10 ersichtlich, werden an einem Stab zwei Stabe, die durch einen Knoten mitein-
ander verbunden sind, so angeftigt, dass ein Dreieck entsteht. Hierbei sind die angeftigten Stabe

in ihrer Mittellinie x ) rot markiert. Mogliche Verbindungspunkte sind blau gekenzeichnet.

Abbildung 10: Bildungssatz, Teil 1

Ferner fligt man zwei weitere Stibe an zwei beliebige Knoten des vorhandenen Dreiecks an.
Dies kann man beliebig oft fortsetzen. Die zwei neuen Stabe durfen aber nicht in einer Gera-

den liegen, wie aus Abb. 11 hervorgeht.



Kapitel 4: Statik von Fachwerktragern 28

Abbildung 11: 1. Bildungssatz, Teil 2

Bei jedem Schritt erhéht sich die Anzahl der Knoten um eins, die der Stdbe um zwei. Die Be-

dingung der statischen Bestimmtheit (s = 2k — 3) ist stets erfiillt.

2. Bildungsgesetz

Zwei Fachwerke, die nach dem 1. Bildungsgesetz konstruiert wurden, werden durch drei Stébe
miteinander verbunden (s. Abb. 12). Diese Stébe oder deren Verlangerungen durfen sich weder

alle in einem Punkt schneiden, noch durfen nicht alle parallel sein.

Abbildung 12: 2. Bildungssatz, Teil 1

An die Stelle von zwei Staben kann auch ein beiden Fachwerken gemeinsamer Knoten treten.
Jedoch darf weder der dritte Stab, noch seine Verldngerung durch den gemeinsamen Knoten
gehen (s. Abb. 13).

Abbildung 13: 2 Bildungssatz, Teil 2
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3. Bildungsgesetz

Bei einem nach dem ersten oder zweiten Bildungsgesetz aufgebautem Fachwerk kdnnen ein
oder mehrere Stabe herausgenommen und an anderer Stelle wieder eingefligt werden, sodass
das Fachwerk wieder starr wird. Beide Alternativen sind in Abb. 14 sowie 15 dargestellt. Da
sich dadurch weder die Anzahl der Stabe, noch die der Knoten &ndert, bleibt die Bedingung

s = 2k — 3 weiterhin erfullt.

Abbildung 15: 3 Bildungssatz, Teil 2

4.3 Stabkrifte

Fur die Bestimmung der Stabkréfte gibt es laut Czapalla rechnerische und grafische Verfahren.
Alle dieser hier vorgestellten Methoden zur Ermittlung der Stabkréfte setzten jedoch voraus,

dass das ebene Fachwerk innerlich bestimmt ist (Czapalla, S. 17).

Ritterschnitt (rechnerische Ermittlung der Stabkréfte)

Lineares Gleichungssystem (rechnerische Ermittlung der Stabkrafte)

Knotengleichgewichtsverfahren (rechnerische Ermittlung der Stabkréfte)

Cremona-Plan (zeichnerische Ermittlung der Stabkrafte)

Fir das in den ndachsten Kapiteln diskutierte lineare Modell ist das lineare Gleichungssystem

das zugrundeliegende Verfahren.
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4.3.1 Lineares Gleichungssystem

Krafte innerhalb eines ebenen Fachwerks kdnnen mittels eines linearen Gleichungssystems be-
stimmt werden. Es wird die Beziehung zwischen Knoten und Nachbarknoten dargestellt.

Diese Variante zur Bestimmung der Kréfte wird in Kapitel 5 im Optimierungsmodell, Verwen-
dung finden. Erlautert wird das Verfahren anhand eines ebenen Fachwerks mit sechs Knoten,
dargestellt in Abb. 16.

3,00
1,00

1,00 1,00

Abbildung 16: ebenes Fachwerk, eigene Darstellung
Es werden folgende Annahmen getroffen:
o Das Fachwerk ist reibungsfrei verbunden.
o Das Fachwerk ist statisch bestimmt, wenn s = 2k — 3 erfullt ist.

e Die Krafte sind uber die GGB bestimmt. lhre horizontalen und vertikalen Komponenten
seien Fx bzw. Fy. Nicht rechtwinklige Verbindungen werden uber sin(¢) und cos(¢)
zerlegt.

e ¢ = = = 45°. Zur Vereinfachung wird w := sin ( %) = cos (E) =2 =L gesetzt.

4 2 2

-8

o Aufstellen der GGB fiir die nicht abgestitzten Knoten 2 bis 5 und fiir den vertikal abge-
stutzten Knoten 6. Knoten 1 ist vollstandig abgestutzt, dort findet kein Krafteausgleich

statt.
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e Vollstandig abgestitzte Knoten mussen nicht durch GGB aufgestellt werden, kénnen

aber zur Vollstandigkeit mit aufgenommen werden.

o Die Summe aller Krafte in einem nicht abgestltzten Knoten muss sowohl in horizonta-

ler als auch in vertikaler Richtung gleich null sein.

o Mit den Kraften fi, die jeweils entlang der i-ten Verbindung wirken, erhélt man folgende

Gleichungen :
Knoten 2: 1
\_Wfl _f3 =0
knoten3: | 2 =W/s —fe =0

—fa—wfsiwfg =0

Knoten 4:

—Wwfs —f; —wfg =0
Wt fo=0
Knoten 5: {f7—200N= 0

Knoten 6: {—wf; — fo =0

Da die Kraft f; = 200N direkt abgelesen werden kann, wird sie im Gleichungssystem wegge-
lassen, und der Wert wird auf die rechte Seite gebracht. So lassen sich die Gleichgewichtskréfte

als Losung des folgenden linearen Gleichungssystems darstellen.

—wf;, 0 0 +4f 0 0 0 0 0
-wf;, 0 -ff 0 0 0O 0 0 = 0
o f, 0 0 -wfk —f, 0 0 = 0
0 0 f, 0 +wfs 0 0 0 = 100
0 0 0 —f —wfs 0 +wfg 0 = 0
0 0 0 0 -—-wfs 0 —wfg 0 = 200
o 0 0 0 0 —f 0 +f = 0
0 0 0 0 0 0 -wf —f, = 0

Die Losungen des Gleichgewichtsproblems ist, auf eine Stelle gerundet, folgender Kraftvektor:

-

f ={-188.6,133.3,133.3,—-133.3,—47.1,166.7,200,—235.7,166.7}

Hierbei ist der Losungsvektor f um die direkt benachbarte Kraft f, erganzt worden. Tabella-

risch kann das ganze wie in Tab. 1 aufgefasst werden:
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Tabelle 1: Kréaftevektor / LGS

Stab 1 Stab 2 | Stab 3 [Stab 4 | Stab 5 | Stab 6 | Stab 7 | Stab 8 | Stab 9 | Eingeleitete Kraft
-0,71| 0,00| 0,00 1,00/ 0,00 0,00/ 0,00| 0,00 0 0
-0,71| 0,00| -1,00| 0,00/ 0,00 0,00/ 0,00| 0,00 0 0

0,00 1,00| 0,00, 0,00| -0,71| -1,00| 0,00| 0,00 0 0
0,00 0,00| 1,00/ 0,00 0,71| 0,00 0,00| 0,00 0 100
0,00, 0,00, 0,00 -1,00| -0,71| 0,00] 0,00 0,71 0 0
0,00 0,00, 0,00f 0,00| -0,71| 0,00| -1,00| -0,71 0 0
0,00, 0,00 0,00, 0,00| 0,00| -1,00| 0,00| 0,00 1 0
0,00 0,00 0,00, 0,00| 000| 000| 1,00/ 0,00 0 200
0,00 0,00 0,00f 0,00 0,00 0,00f 0,00 -0,71 -1 0

-188,6
133,33
133,33
-133,3
-47,14
166,67

200
-235,7
166,67

O (N | [WIN |-

Der einflieRende Winkel w := sin ( %) = cos ( g) welcher die Verbindungen in ihre horizon-
talen sowie vertikalen Komponenten zerlegt wurde hierbei auf zwei Nachkomastellen (0,71)

angegeben.

Der groRe Vorteil in diesem Verfahren liegt darin, dass ohne weiteres nachrechnen mehrere
Informationen zur Verfligung stehen. Durch betrachten der Matrix/Tabelle kann abgelesen wer-
den, ob ein Stab auf Zug oder Druck belastet ist, anhand des VVorzeichens. Hierbei bedeutet ein
positives VVorzeichen eine Zugspannung, sowie ein negatives VVorzeichen eine Druckspannung.
Des Weiteren kann innerhalb des linearen Gleichungssystems durch den Faktor w eingesehen
werden, ob der vorhandene Stab in einem Winkel angeordnet ist. Eine Information in welche
Raumrichtung der Stab angeordnet ist liegt nicht vor. Alleinig der Losungsvektor reicht jedoch
aus, um eine Abschétzung uber die Zug/Druck-Verhéltnisse im Gleichgewichtssystem zu ge-
ben, sodass eine erste Abschatzung uber die benétigten Stabkapazititen gegeben werden kann.
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5 Mathematisches Modell

Innerhalb dieses Kapitels wird die mathematische Modellierung, zur statischen Anordnung von
Fachwerktragern, vorgestellt. Vorweg wird dazu eine Ubersicht des Modells gegeben. Durch
das Verstandnis des Bauraums als Flussproblem konnen statische Tragwerkssysteme erzeugt
werden, ohne direkt auf die Kinematik zurtickzugreifen. Um die Normalkraftbeanspruchung
der Stabe als Zug bzw. Druck zu interpretieren, ist eine strikte Einhaltung der VVorzeichenkon-

vektion notig.

5.1 Modelliibersicht

Benotigte Variablen

Symbol Definition

s € {0'1}|NTypes|x(m*n)x(m*n) Si) = {1,falls Stabart k Z\/(t)/'lzzirzli? i und j verbaut ist
F € Rmxn)x(msn) F; ;= Kraftfluss von i nach j
x € {0‘1}(m*n)x(m*n) X = {1,falls Stab zwischen i und j verbaut ist, indem Kraft vorliegt
J 0,sonst
y € {0,1}(mm) Bindrvariable, die anzeigt, ob ein Stab am Knoten anliegt
l? € {0,1}("1*71) Hilfsvariable, die anzeigt, ob an Knoten i eine durchgehende Stablinie der Art 1 verbaut ist
lil € {0’1}("1*71) Hilfsvariable, die anzeigt, ob an Knoten i eine durchgehende Stablinie der Art 2 verbaut ist
liz € {0,1}(”1*71) Hilfsvariable, die anzeigt, ob an Knoten i eine durchgehende Stablinie der Art 3 verbaut ist
li3 € {0’1}("1*71) Hilfsvariable, die anzeigt, ob an Knoten i eine durchgehende Stablinie der Art 4 verbaut ist
L e {0'1}("1*71) Bindrvariable, die anzeigt, ob ein Nullstab beliebiger Art anliegt
Va € R Vertikale Reaktionskraft in Lager A
VbeR Vertikale Reaktionskraft in Lager B
Bendétigte Mengen und Parameter
Symbol Definition
NTypes Menge der Stabtypen {0,1,2,...}
NQ Menge der Quellkrafte {0,1,2,...}
Knoten Menge der Knoten {1,...m*n}
m € N Breite der Matrix
n € N Hohe der Matrix
w ER Winkelfunktion sin ( %) = cos ( %) = g = %

¢ € RINTypes| c¢(NTypes) = Kapazitit des Stabtyps
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cost € RINTypes| cost(NTypes) = Kosten des Stabtyps

Q € RINQI Q(NQ) = Quellkraft der Quellkraftnummer

QLoc € Nivel QLoc(NQ) = Koordinate der Quellkraft

M ER Big M - entspricht mindestens der maximalen Kapazitit eines Stabes

5.2 Interpretation der Statik

Tragwerke spielen im konstruktiven Ingenieurwesen eine grof3e Rolle. Viele Systeme sind auf
eine innere oder dulRere Tragstruktur angewiesen, welche das mechanische System trégt, die
auftretenden mechanischen Belastungen sowie Beanspruchungen aufnimmt und an die Lager-
punkte weiterleitet. Hierbei sind gewichts- oder kostenoptimale Strukturen zu bestimmen. In
diesem Modell werden die Kosten minimiert, welche in direktem Verhéltnis zum Gewicht ste-
hen. Wird eine zulassige Losung unter Verwendung weniger Materials gefunden, sinken infol-

gedessen auch die Kosten. Es findet eine Dimensionierung (engl. sizing) statt.

Schwankungen bei der Giite des verwendeten Materials wie z. B. dem E-Modul, der plastischen
Kapazitéat sowie FlieBspannung werden tber Sicherheiten in den Materialwerten berlcksichtigt.
Schwankungen in den Herstellungsverfahren, wie Fertigungsfehler und Toleranzen ebenso. Die
Schwankungen konnten zukdnftig, unter bekannter Wahrscheinlichkeitsverteilung, durch Zu-

fallsvariablen berticksichtigt werden.

Als duBere Lasten werden statische Lastfalle betrachtet. Hierbei wird angenommen, dass Kréfte
nur in Knotenpunkten eingeleitet werden. Die Einleitung einer Kraft zwischen zwei Knoten ist
unzulassig. Eine Flachenlast wird durch eine konstante Krafteinleitung tber mehrere Knoten
hinweg dargestellt. AuRere Lasten wie Wind, Wellen-Lasten etc. werden vernachlassigt. Die
Belastung der Briicken durch PKW-, LKW-Verkehr wird, wie oben beschrieben, durch Fla-
chenlasten mit entsprechenden Sicherheiten dargestellt. Wird das Programm zur Optimierung
einer statischen Lagerung von z.B. Lagerbdcken verwendet, fallt die im spéteren vorgestellte
Fahrbahnbedingung weg und die Belastung wird als statische Punktlast angenommen.

Weiterhin wird angenommen, dass die Translation und Rotation der Knoten im Betrag so klein
ist, dass insgesamt die Geometrie des Tragwerks nicht verandert wird. Somit bleiben auch die
inneren Krafte und Spannungen, unter Einwirkung einer &uf3eren Last, innerhalb der Fachwerk-
trager konstant. Die Verschiebung sowie Verdrehung eines Knotens muss nicht beriicksichtigt
werden. Es steht jeder Knoten fur sich, sowie das gesamte System im Gleichgewicht. Frei be-

wegliche Teilstrukturen innerhalb des Tragwerks sind unzuldssig. Das System ist dazu in der
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Lage im Gleichgewicht zu verharren, auch unter der Einwirkung der geforderten Lasten. Das
Tragwerk ist somit kinematisch Stabil und es entstehen keine Verformungen. Bei der Betrach-
tung von ebenen Tragwerksproblemen wird vorausgesetzt, dass die angreifenden Krafte nur in
der Tragwerksebene wirken. Als Ausnahme werden Stébe, die sich in der Mitte kreuzen und

am Kreuzungspunkt keinen Knoten bilden zugelassen.

Das Leitmotiv dieses Modells ist: statisch zul&ssige Tragwerke, wie oben beschrieben, zu bil-

den ohne auf eine direkte Berechnung der Kinematik zurtickzugreifen.

Zu den fundamentalen Relationen der Analyse gehéren, laut (Marti & Groger, 2006, S. 6), die

folgenden Bedingungen:

1. Gleichgewichtsbedingungen: Die angreifenden Lasten missen mit den inneren Kréften

im Gleichgewicht stehen.

2. Kinematische Vertraglichkeit: Ein Verschiebungszustand ist nur dann kinematisch ver-
traglich, wenn alle Einzelelemente der Struktur llickenlos zusammenpassen und zusétz-

lich die kinematischen Randbedingungen erfullt sind.

3. Materialgesetz: In der klassischen Elastizitatstheorie gilt das Hookesche Gesetz, wonach
Spannungen und Dehnungen linear voneinander abhéngen. Der maximale Bereich, in
dem diese Annahme zutrifft, ist fir jeden Werkstoff unterschiedlich und als bekannt an-

zusehen.

Die Gleichgewichtsbedingungen liefern somit den Zusammenhang zwischen den inneren und
auleren KraftgroRen, die kinematischen Beziehungen den Zusammenhang zwischen den inne-
ren und duBeren WeggroRen. Das Materialgesetz den Zusammenhang zwischen den inneren

KraftgroRen und den inneren Weggrolien.

Fur statisch bestimmte Stabwerke, lasst sich dieser Aspekt, wie in Tabelle 2, darstellen.
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Tabelle 2: Verknipfung der ZustandsgréRRen, in Anlehnung an (Meskouris & Hake, 1999, S.

36)
KraftgroRen Weggrolien
auBere GroRen 1. Lasten Verschiebungsgrofien
2. Gleichgewicht 5—Kinematik
innere Grolien 3. Schnittgrolien 4. Werkstoff Verzerrung

An dieser Stelle ist die Kinematik gestrichen, um zu verdeutlichen, dass sie innerhalb des Mo-

dells nicht benétigt wird.

Ermoglicht wird dies, durch die Forderung der inneren und &uf3eren statischen Bestimmtheit

des Tragwerksystems.

Lassen sich die Auflagerkréfte eines Fachwerks allein aus den GGB der Statik ermitteln, so ist
das Fachwerk statisch bestimmt gelagert und wird als duRerlich statisch bestimmt bezeichnet.
Aulerdem kann es, unter der Annahme der Unbeweglichkeit, als starrer Korper betrachtet wer-
den. Im Modell wird diese Bedingung, wie spater zu sehen, durch die Aufnahme der Reakti-

onskréfte der Lager in das Flusssystem realisiert.

Innere statische Bestimmtheit liegt vor, sobald alle Stabkréfte alleine durch die GGB der Statik
bestimmt werden konnen. Da die Krafte am Knotenpunkt ein zentrales Kréftesystem bilden,
missen sie zwei GGB, namlich in zwei Raumrichtungen, erfiillen. Das Modell fordert dies,
durch Einhaltung der GGB in beiden Raumrichtungen, an jedem Knoten. Ergo ist das System
statisch in Ruhe, sobald innere und &ul3ere statische Bestimmtheit vorliegt, ohne die Kinematik
zu betrachten. Grundlegende Prinzipien wie das Wechselwirkungsprinzip (Actio und Reactio)
sowie das Energieerhaltungsgesetz der newtonschen Mechanik werden vorausgesetzt bzw. di-

rekt am Modell erlautert.

Innerhalb des Modells fordern die zwei Bedingungen auf der folgenden Seite die duRere stati-
sche Bestimmtheit, wobei dazu die Reaktionskréfte Va, Vb spéter in die betroffenen GGB mit
aufgenommen werden. Ein Ha, also eine horizontale Reaktionskraft im Festlager A liegt nicht
vor, da nur vertikale Krafte als Quellkrafte eingeleitet werden. Bestimmt werden die Reakti-
onskrafte der Lager durch die Summe der Momente um selbige. Dabei wird eine Drehung gegen
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den Uhrzeigersinn als positiv angenommen. Der Knotenpunkt des Festlagers (Lager A) ist m *
n —m+ 1, die des Loslagers (Lager B) m * n. Im Falle von Lager A ist dies der erste Eintrag
der letzten Spalte, im Falle von Lager B der letzte Eintrag der letzten Spalte. In der Berechnung
von Lagerkraft A werden die Momente, welche aus den Quellkréften und den dazugehérigen
Hebelarmen zum betrachteten Lager hin bestehen, negativ bewertet, da sie ein Moment im Uhr-
zeigersinn ausldsen wirden, ergo ein Drehsinn entgegengesetzt der positiven Drehrichtung. In-
nerhalb der Matrix ist der erste Eintrag eine eins, sodass zur Messung des Hebelarms die Posi-
tion der betrachteten Quellkraft QLoc; um eine L&ngeneinheit des Stabes reduziert werden
muss, sodass der Hebelarm QLoc;_, entsteht. Das endglltige Moment, auch hinsichtlich des
Drehsinns, ist zuletzt —Q; * QLoc;_,. Diesbeztiglich ist QLoc; der Parameter, innerhalb dessen
die Position des Angriffspunktes der Quellkraft abgespeichert ist. Aufsummiert wird, da inner-
halb der ersten Reihe beliebig viele Quellkréfte eingeleitet werden kdnnen. Entgegengesetzt
dieses Momentes wirkt das Moment erzeugt aus der vertikalen Reaktionskraft im Lager B, Vb,
und ist daher mit einem pos. VVorzeichen versehen. Da diese Kraft stets nur einmalig vorhanden
ist, muss nicht aufsummiert werden. Der Hebelarm dieses Momentes entspricht der Spannweite
des Tragwerkes, also dem Abstand von Lager A zu B und somit(m — 1) = SI. Um das Lager B
herum entstehen pos. Momente durch die Quellkrafte, da diese Gewichtsbelastungen darstellen
und Gewichtskréafte stets in negative vertikale Richtung wirken, aufgrund des Erdschwerefelds
(Gravitation). Siehe hierzu die Vorzeichenkonvektion, Kapitel 5.3. Der Hebelarm entspricht
der kompletten Spannweite abzuglich der Koordinate der Quellkraft. Das Moment sieht also
wie folgt aus: Q; * (m — QLoc;) * Sl. Analog zum vorherigen Fall, wird das Moment entste-
hend aus der vertikalen Lagerkraft A subtrahiert. Wie bereits vorher erwéhnt, entstehen keine
horizontalen Lagerkréfte aufgrund der Quellkraft, da diese nur eine vertikale Komponente auf-
weist. Quellkréfte die direkt an und tGber den Lagern eingeleitet werden und somit keinen He-
belarm besitzen, werden durch die GGB an diesen Knoten berlcksichtigt. Die Werte und Be-
lastungsart an den Lagern konnen, innerhalb der Lésung der jeweiligen Instanz, abgelesen bzw.
ausgegeben werden und zur Dimensionierung des Lagers herangezogen werden. Im Folgenden
wird angenommen, dass die Lager ausreichend dimensioniert sind und somit keine kritischen

Komponenten im System darstellen.
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Lagerkraft A:

_ZQi*QLOCi_l*Sl+Vb*(m—1)*51=0 Vi € Knoten

iENQ
Lagerkraft B:

zQi*(‘m—QLoci)*Sl—Va*(m—1)*51=0 Vi € Knoten

{ENQ

Die innere statische Bestimmtheit wird durch die Bedingungen, wie in Kapitel 5.3 beschrieben,
gefordert. Dabei findet eine Aufteilung der Kréfte in die Raumrichtungen (x fur horizontal, y
flr vertikal) statt. Die VVorzeichenkonvention ist dabei strikt einzuhalten, um ein spéteres Inter-
pretieren des Vorzeichens in der Losung als Zug bzw. Druckbeanspruchung zu ermdglichen.

Hiermit gehen auch einige Sonderfélle einher.
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5.3 Bauraum als Flussproblem

Der geforderte Bauraum, welcher sich fur die jeweilige Instanz beliebig festlegen lasst, wird
durch die Matrix Knoten mit dim (Knoten) = m * n formuliert. Hierbei stellt m die Breite des
Bauraums dar, sowie n die Hohe. Die alternative Darstellung dieser Matrix ist der Graph. Wie
in Abb. 17 ersichtlich, ist es notig den Bauraum in verschiedene Bereiche bzw. Sonderfalle

einzuteilen, um ihn linear modellieren zu kénnen.

maogliche Quellknoten

m = Knoten Horizontal

Abbildung 17: Einteilung Bauraum, eigene Darstellung
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Es sind 9 Falle nétig. In Abb. 17, handelt es sich um eine 7*5 Matrix, also dementsprechend 35
Knoten. Im Folgenden findet eine verbale Beschreibung jedes Sonderfalls statt, sowie eine gra-
fische Uberleitung von der beispielhaften Nummerierung hin zu einer Formulierung mittels

Indizes.
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1. Es stehen max. drei Stdbe zur Kraftaufnahme zur Verfligung, wobei der Knoten als
Quellknoten genutzt werden kann. Gegebenenfalls muss also eine Quellkraft mit in das
Gleichgewichtssystem aufgenommen werden. Fall 1 ist immer der Knoten i = 1 und
stellt somit keinen Bereich dar. Es gilt: i € Knoten | i = 1 fur horizontale Kraftkom-
ponenten, sowie i € Knoten |i =1A(k € NQ | QLoc, # 1) fiir vertikale Kraftkom-
ponenten. QLoc,, # 1, daim Falle einer Quellkraft (QLoc, = 1), die GGB in vertikaler
Richtung entsprechend erweitert werden muss, in horizontaler Richtung bleibt alles iden-
tisch (s. Abb. 18).

Abbildung 18: Sonderfall 1

2. Es stehen max. drei Stabe zur Kraftaufnahme zur Verfugung, wobei der Knoten stets als
Senke benutzt wird. Fall 2 entspricht dem Knoten des Loslagers, es wird somit die ver-
tikale Reaktionskraft des Lagers Vb mit in die Gleichgewichtsbetrachtung aufgenom-
men. Die horizontale Reaktionskraft im Lager wird wie im Kapitel 5.2 aufgefasst und
somit hier nicht aufgefuhrt. Fall 2 ist immer der Knoten i = m * n und stellt somit keinen
Bereich dar. Es gilt: i € Knoten | i = m = n fur horizontale sowie vertikale Kraftkom-

ponenten (s. Abb. 19).

Abbildung 19: Sonderfall 2

3. Esstehen max. funf Stabe zur Kraftaufnahme zur Verfligung. Hierbei handelt es sich um
einen Bereich an Knoten, wobei i € Knoten |[imodm =0Ai=>2mAi<n*m—
m fir horizontale und vertikale Kraftkomponenten gilt. Fiir den Operator Modulo gilt:
mod : Z X (Z{0}) =» Z, (iim)—=>imodm:=1i— [i] *m. Ist imod m =0 ist si-
chergestellt, dass der betrachtete Knoten sich am rechten Rand des Bauraumes befindet.

Analog dazu gilt fir i mod m = 1, dass der Knoten sich am linken Rand des Bauraumes
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befindet (vgl. Fall 4). Mittels der Bedingungen i mod m # 0,1 kann analog formuliert

werden, dass nur mittige Knoten angesprochen werden sollen (s. Abb. 20).

Abbildung 20: Sonderfall 3

4. Es stehen max. flnf Stébe zur Kraftaufnahme zur Verfugung. Hierbei handelt es sich um
einen Bereich an Knoten, wobei i € Knoten|imodm=1Ai=>2m+1Ai<n=x
m — m flr horizontale und vertikale Kraftkomponenten gilt. Kongruent zu Fall 3 legt

i mod m = 1 fest, dass der linke Rand betrachtet wird (s. Abb. 21).

i+m T i+m+1
Abbildung 21: Sonderfall 4

5. Es stehen max. drei Stabe zur Kraftaufnahme zur Verfligung, wobei der Knoten als
Quellknoten genutzt werden kann. Fall 1 ist immer der Knoten i = m und stellt somit
keinen Bereich dar. Es gilt: i € Knoten | i = m flr horizontale Kraftkomponenten, so-
wie i € Knoten|i=mA (k € NQ | QLoc, # m) fur vertikale Kraftkomponenten

analog zu Fall 1 (s. Abb. 22).
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Abbildung 22: Sonderfall 5

6. Es stehen max. drei Stabe zur Kraftaufnahme zur Verfiigung, wobei der Knoten stets als
Senke benutzt wird. Fall sechs entspricht dem Knoten des Festlagers, es wird somit die
vertikale Reaktionskraft des Lagers Va mit in die Gleichgewichtsbetrachtung aufgenom-
men. Es gilt: i € Knoten,i = m * n —m + 1fur horizontale sowie vertikale Kraftkom-

ponenten (s. Abb. 23).

2 .
22 3 i-m , i-m+1

Abbildung 23: Sonderfall 6

7. Es stehen max. finf Stabe zur Kraftaufnahme zur Verfiigung. Hierbei handelt es sich um
einen Bereich an Knoten, wobei fur horizontale Kraftkomponenten i € Knoten |i >
2 A i < m — 1qilt, fur vertikale Kraftkomponenten gilt: i € Knoten |i > 2Ai<m —
1A(k € NQ|QLocy #1i).QLoc, # ianalogzu Fall 1 bzw. 5 (s. Abb. 24).

3 4 5 ; .
T T TN T T T - i1 _ . L _ i+l
RN KON
'/ . A R | N,
7/ | N 7/ N
AN ) AN
/ : N, ke | N
v | N 4 N
7 | N 7 ! N
10° 12 e ' e
0 1 i+m-1 i+m i+m+1

Abbildung 24: Sonderfall 7
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8. Es stehen max. flinf Stabe zur Kraftaufnahme zur Verfigung. Hierbei handelt es sich um
einen Bereich an Knoten, wobei fur horizontale sowie vertikale Kraftkomponenten

i EKnoten|i>2m+*n—m+2Ai<m=xn—1qgilt(s. Abb. 25).

Abbildung 25: Sonderfall 8

Fall 9 stellt den Fall eines allgemeinen Knoten dar. Es stehen alle Stébe zur Kraftaufnahme
zur Verfuigung, also insgesamt acht Stiick. Dabei handelt es sich um einen Bereich an Kno-
ten, wobei fiir beide Kraftkomponenteni € Knoten |i Zm+2Ai<(m*n)—m—1A
imodm # 0,i modm # 1 qilt (s. Abb. 26).
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Abbildung 26: Sonderfall 9, allgemeiner Knoten

Es ist notig eine VVorzeichenkonvention flr die Schnittgrofien, bzw. Aufteilung der Normal-
krafte, innerhalb der Fachwerkstabe, in x sowie y-Richtung, einzufuhren. Vorerst wird jedoch
der Ubergang von der tatsachlichen Nummerierung hinzu der Formulierung tiber ein Indexpaar
(i,)) dargestellt. Hierbei ist i der Zeilenindex sowie j den Spaltenindex. Allgemein wirde also
F; ; die Kraft in einem Stab, der von i nach j angeordnet ist, darstellen. Hierbei ist F; ; = F;;,
da das Wechselwirkungsprinzip (Actio und Reactio) sowie das Energieerhaltungsgesetz der

newtonschen Mechanik gilt. Formuliert durch die Bedingung:

Actio=Reactio:

F:

i,j =—F

i Vi,j € Knoten
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Es ist sichergestellt, dass an beiden Enden des Fachwerkstabes die betragsmélig gleichen
Krafte wirken (Energieerhaltung) und das Wechselwirkungsprinzip erftllt ist, da Knoten j die
inverse Kraft zu Knoten i aufnehmen muss. Innerhalb des Stabes wirkt an jedem Punkt die
gleiche Kraft sowie Spannung, da der Querschnitt konstant ist. Es kann keine Kraft verloren

gehen.

Die Vorzeichenkonvention wird anhand des allgemeinen Knoten, Fall 9, erlautert. Wie in Abb.
27 zu sehen ist, werden die Indizes zur Beschreibung der Knotenlage in Rot gekennzeichnet.
Die wirkenden Kréfte vom betrachteten Knoten aus (i) sind schwarz dargestellt, sowie ihre
Reaktionskréfte braun. Die mdglichen eingepragten Krafte, innerhalb der Stébe, sind blau dar-
gestellt. Hierbei ist wichtig, dass nicht alle mdglichen Kraftkombinationen dargestellt wurden,
um die Darstellung Ubersichtlich zu halten. In allen angewinkelten Stében, in Bezug auf die x
sowie y-Ebene, konnten auch die gegenteiligen Krafte, also Reaktionskréfte wirken. Hierzu
kann man sich den dargestellten Lastfall ,,umgedreht” vorstellen. Die Aktionskraft, also vom
betrachteten Knoten aus, wird zur Reaktionskraft, also zum betrachteten Knoten hin, sowie an-
ders herum. In den nicht angewinkelten Lastfallen sind alle moglichen Lastfélle dargestellt, da

jeweils nur eine Kraftkomponente vorliegt. Das Prinzip der Wechselwirkung spiegelt sich un-
verkennbar innerhalb der Indizes wieder, sie sind jeweils nur gedreht, wie z.B. F,‘;‘” =

ii-1
Fh .

Die Aufteilung der Krafte in horizontale sowie vertikale Kraftkomponenten findet, wie in Ka-
pitel 4.3.1 erldutert, tiber die Winkelfunktion w statt. Um schlussendlich die Krafte im Trag-
werkssystem als Zug oder Druck-Normalspannung interpretieren zu kénnen wird ein iberge-
ordnetes Koordinatensystem festgelegt. Die pos. x-Richtung verlauft somit nach rechts, die pos.
y-Richtung nach oben. Damit haben die eingeleiteten Quellkrafte ein negatives VVorzeichen und
die Auflagerkrafte ein positives, da sie die Reaktionskréfte der Quellkrafte in Bezug auf die
aullere statische Bestimmtheit sind. Fir alle anderen Falle erubrigen sich, wie vorher beschrie-
ben, die jeweiligen Kraftkomponenten der Stabe und es mussen ggf. Quellkréfte sowie Lager-

krafte berucksichtigt werden.
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Abbildung 27: Vorzeichenkonvektion, eigene Darstellung

Schlussendlich kdnnen unter Anwendung der Sonderfélle und ihrer Giltigkeitsbereiche, der
Vorzeichenkonvektion und der Winkelfunktion w , die linearen Bedingungen, jeweils in hori-
zontaler sowie vertikaler Komponente, aufgestellt werden. Hiermit sind die Bedingungen aus
Kapitel 4.3.1, zur Berechnung eines Fachwerks anhand eines LGS, formuliert.

e Die Krafte sind uber die GGB bestimmt. lhre horizontalen und vertikalen Komponenten
seien Fxbzw. Fy. Nicht rechtwinklige Verbindungen werden (ber sin(¢) und cos(¢)

zerlegt.
T __ ° . . . T T
s p=.= 45°. Zur Vereinfachung wird w := sin ( Z) = cos ( Z) = — = — gesetzt

o Die Summe aller Kréfte in einem nicht abgestltzten Knoten muss sowohl in horizonta-

ler als auch in vertikaler Richtung gleich null sein.
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GGB - Sonderfall 9 stellt den allgemeinen Knoten dar. GGB — Sonderfalle 1-8 alle anderen
Falle.

Um den Kraftfluss sicherzustellen, falls ein Stab gesetzt wurde, bzw. um sicherzustellen, dass

nur eine Kraft flieR3t falls ein Stab vorhanden ist, wird folgende Bedingung eingefiihrt:

Kraftfluss:

Fij <M=*x;; Vi,j € Knoten

Dieser Zusammenhang lisst sich mit Hilfe der ,,Big-M* Methode als lineare Ungleichung dar-
stellen. Dabei ist M eine geniigend grof3e Zahl, welche mindestens der maximalen Kapazitat,
die auf der Kante auftreten kann, entsprechen muss. Innerhalb dieser Arbeit entspricht die Kante

dem Fachwerkstab.

Liegt der Fall vor, das eine Kraft eingeleitet wird, muss diese Quellkraft fur die Falle 1,5 sowie
7 mit in die GGB aufgenommen werden. Das Prinzip der Kraftaufteilung in horizontal und
vertikal bleibt bestehen, jedoch ist eine Anderung der Formulierung der GGB in horizontaler-
Richtung nicht nétig, da alle Quellkréfte vertikale Krafte sind und somit nur gewinkelt ange-
ordnete und vertikale Stébe betrifft. Ergo reicht die neu eingefuhrte, zusétzliche Forderung, in
Kombination mit den schon vorhandenen Forderungen aus. Der Glltigkeitsbereich muss jedoch
angepasst werden. Es muss sichergestellt werden, dass eine Quellkraft im Knoten vorliegt, also

gilt: i € NQ. NQ ist hierbei der Parameter, welcher die Anzahl der Quellkréfte in der Form

NQ = <;) speichert. Fur den Fall 7 gilt, dass der Angriffsknoten der Quellkraft nicht Knoten
3

1 sowie Knoten m sein darf, also QLoc; # 1 A QLoc; # m. Fiur den Fall 1 gilt i € NQ A
QLoc; = 1 und analog dazu furden Fall5i € NQ A QLoc; = m.

Die GGB fiir den Fall der Krafteinleitung sehen somit wie folgt aus:

Krafteinleitung:
_FQLoc(i),QLoc(i)+m —W* FQLoc(i),QLoc(i)+m—1 —Wx* FQLoc(i),QLoc(i)+m+1 - Qi =0 \v L € NQ | QLOCi * 1

A QLoc; #m

_FQLoc(i),QLoc(i)+m —W* FQLoc(i),QLoc(i)+m+1 - Qi =0 Vi € NQ | QLOCi =1
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_FQLoc(i),QLoc(i)+m —wx FQLoc(i),QLoc(i)+m—1 - Qi =0 Vi € NQ I QLOCi =m

Damit die Kapazitat, also die maximale Belastung der Stabe nicht berschritten wird, werden

Bedingungen zur Kapazitatsbeschrankung eingefihrt.

Innerhalb des Modells wird mit maximalen Zug/Druckkraften gearbeitet. Diese werden zuvor
aus dem entsprechenden Material, was fir die jeweilige Instanz Verwendung findet, ermittelt.
In den folgenden Instanzen wird gréRtenteils ein St 37-2 (alte Bezeichnung) Grundstahl/Bau-

stahl verwendet. Der aktuelle Kurzname ist S235JR nach DIN EN 10027-1. Es wird, aufgrund

N
mm?

verschiedener Sicherheitsfaktoren, eine maximale ruhenden Belastung von 150 ange-

nommen, was wiederum in diesem Fall einem Sicherheitsfaktor von 100% entspricht. Relativ
trivial kdnnen alle nétigen GroRen Uber die Beziehungen Q,orn =§ [ l ],qul = Quu *

mm?2

Ap[N] sowie Ay, = QL [mm?] bestimmt werden. Die entsprechenden Kosten pro LE kénnen

zul

verschiedenen Anbieterseiten, je nach Profil, entnommen werden. Innerhalb der Instanzen sind

alle Preise ohne Mengenrabatt gewéahlt worden.

Zur Kapazitatsbeschrankung wird die Bedingung aufgestellt, dass die Kraft im jeweiligen Stab
F; j kleiner bzw. maximal gleich der Summe der Kapazitaten in Abhangigkeit vom Stabtyp von
i nach j sein darf. Die Kraft muss somit so gewéhlt werden, dass die Kapazitat nicht tiberschrit-

ten wird.

Kapazitatsbeschrenkung:

< Z C * Skis Vi,j € Knoten
k ENTypes

Fi;

Die Variable Sy ; ; ist eine drei-dimensionale Matrix der Form {Stabart, Knoten i, Knoten j}

und binar.

Der Gultigkeitsbereich wird durch die Bedingung

Gultigkeitsbereich:

_ VYi,j € Knoten
Skij = Xij J

k ENTypes
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festgelegt. Es kann sich nur fiir eine Stabart entschieden werden, solange auch ein Stab dort
gesetzt ist. Wie in den vorherigen Forderungen, muss auch hier die Kapazitaten sowie die Stab-

belegung definiert werden. Es folgt:

Stabexistenz:

Skij = Sk.ji Vi,j € Knoten
A k € NTypes
Xij = Xji A l,] € Knoten

Je nach Instanz kann es sein, dass eine Fahrbahn benétigt wird. Um die erste Zeile der Knoten-

matrix mit 1 zu belegen, wird folgende Nebenbedingung formuliert:
Forderung - Fahrbahn:

Ui Vi € Knoten|i <m

zxi,i+1 =m-1

1

5.4 Erweiterung Nullstibe

Erreicht die Druckbelastung einen kritischen Wert, kann ein Stab bzw. allgemein eine elastische
Struktur ausweichen, indem sie sich seitlich deformiert und somit eine neue Gleichgewichtslage
einnimmt. Dieses Phdnomen ist innerhalb der Statik unzul&ssig, da Gleichgewichte mit gerader
Stabachse unabdingbar sind. Man spricht von der sogenannten Stabknickung.

Die Stabilitat von komplexen Bauwerken aus Fachwerkstaben, z.
B. von Briicken, Kranen, Dachkonstruktionen usw., ist durch
eine ausreichende Sicherheit gegen Knicken der auf Druck bela-
steten Stdbe zu gewdhrleisten. Das Versagen (Knicken) eines
Druckstabes kann zum Versagen der gesamten Konstruktion fiih-
ren. (Weinberg & Fritzen, 2011, S. 200)

In gewissen Féllen ist es notig, dass im vorherigen erklarte Modell, um die sogenannten Null-
stdbe zu erweitern. Der grundlegende Gedankengang zu Nullstaben, wurde schon in Kapitel
4.2.2 beschrieben.
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Mit Hilfe der Eulersche Knickfalle kann die kritische Kraft (F;) ermittelt werden, ab wann ein
gerader Stab unter einer richtungstreuen Kraft versagt, welche in Richtung der Stabachse des
unverformten Stabes wirkt, vgl. hierzu (Weinberg & Fritzen, 2011, S. 201).

B m2El

Charakteristisch ist hierbei, dass die Knicklange [, sich je nach Euler-Fall, von [}, = %l bis zu
[, = 21 unterscheidet, wobei | die Lange des Stabes ist. Durch geschicktes Einfligen von Null-
staben in die Konstruktion, kénnen gunstigere Eulerfélle geschaffen und somit die Gefahr des
Knickens reduziert werden. Wie in Abb. 28 zu sehen ist, nimmt der zusatzliche Stab keine Kraft

auf, stabilisiert das System aber hinsichtlich Knickung.

)

Abbildung 28: Innere Kopplung, in Anlehnung an (Schuhmacher, 2004, S. 9)

Innerhalb des Flusssystems kdnnen die Nullstébe als innere Kopplungen von zwei Knoten in-
terpretiert werden. Um Sicherzustellen, dass die Nullstabe im System bertcksichtigt sind, wer-
den die drei Regeln zur Analyse von Nullstdben, aus Kapitel 4.2.2, mit in das Modell aufge-

nommen.

Grundlegend werden hierzu sechs mogliche Stabkombinationen betrachtet, welche aus dem all-
gemeinen Knoten (Fall 9) entstehen kénnen. Im Folgenden werden Stabkombinationen als Li-
nien bezeichnet. Wie in Abb. 29 zu sehen ist, sind davon zwei zulassig sowie vier unzulassig.
Liegt ein Randfall vor, sodass nicht alle Stabrichtungen méglich sind, fallen die entsprechenden
Linien weg. Wird eine Kraft ein oder ausgeleitet, missen diese Krafte bertuicksichtig werden.
Die blau markierten Linien sind hierbei zulassig, die roten hingegen nicht. Die Variable [;,
sowie [; 1entspricht einer horizontalen sowie vertikalen Linie. Die Variablen [; ,, [; 3 den ange-
winkelten Linien. Alle vier Variablen sind bindr und dienen der Identifikation ob solch eine

Linie vorliegt.
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]
I

Abbildung 29: Fallunterscheidung Nullstébe, eigene Darstellung

Das Modell kann nun, beispielhaft fir Fall 1, erweitert werden. Alle anderen Falle befinden

sich in der Modelliibersicht, siehe Kapitel 5.1.
Nullstab - Fall 1:
Xijp1 T Xii-1 < 1 +1 Vi € Knoten|imodm # 0
Aimodm #1

Xijer + Xijg 2 2% 1] Vi € Knoten|imodm # 0

Almodm #1

=0 Vi € Knoten|imodm =0

Vimodm=1

Hierbei wird die Variable I{ auf eins gesetzt, sobald zwei Stabe, also eine Linie, vorhanden ist.

Ist nur ein Stab vorhanden, wird [ auf null gesetzt.

Um schlussendlich das System um einen Stab zu erweitern, falls eine Linie vorliegt, wird fol-

gende Bedingung, beispielhaft fir den allgemeinen Knoten, eingefihrt:
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Nullstab - Forderung allgemein:

3
z=0

Vi € Knoten

Xiji-m-1F Xii—m + Xiiome1 T Xii-1 + Xiie1 T Xpiem-1+%0m VI € Knoten | i =2m + 2

+ Xiiyme1 = 3% L;
vismxn—m-—1
Vimodm #0

Vimodm #1

Fur den Fall, dass min. eine Linie vorhanden ist, also Y3_,lZ € {1,2,3,4}, gilt L; = 1. In der
darauf folgenden Bedingung wird gefordert, dass am allgemeinen Knoten ¥ x; ; > 3 gilt. Dies
entspricht der Konstruktion einer Stabkombination aus mindestens drei Staben. Eine Konstruk-
tion aus zwei Staben, in der Form [; 4 bis [; 3, ist ohne die Erweiterung um einen zusatzlichen

Stab somit nicht zul&ssig.

Analog dazu wird das Modell um die Falle, wie in Abb. 17 zu sehen, erweitert. Weiterhin mus-
sen die Falle der Krafteinleitung (Quellknoten) sowie Kraftausleitung (Lager) gesondert be-

trachtet werden.
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6 Auswertung

Zur Losung der Instanzen des vorgestellten Modells, wurden die Programme GUSEK (GLPK
Under Scite Extended Kit) sowie CPLEX (IBM ILOG CPLEX Optimization Studio) verwen-
det. GUSEK kann zur Ldsung von Problemen der linearen Optimierung, sowie der ganzzahli-
gen linearen Optimierung, verwendet werden. Hierbei wird das mathematische Modell inner-
halb einer Datei des Formates .mod gespeichert. AnschlieRend kann das Modell direkt mittels
GUSEK gelost werden. Ist es zu komplex, dann steigt die Laufzeit auf ein nicht annehmbares
Maf an, sodass ein effizienterer Solver wie z. B. CPLEX bendtigt wird.

Im Anhang befinden sich alle hier diskutierten Instanzen, .mod Dateien, sowie Zeichnungen.
Der GUSEK Quellcode des Ausgangsmodells wird ebenfalls angegeben. Alle Daten, sowie

weitere Instanzen, befinden sich in den jeweiligen Ordnern auf der beigeflgten CD.

Zur Auswertung der Instanz wird die jeweilige .sol Datei, ausgegeben von CPLEX, betrachtet.

Fir dieses Modell stellt die dreidimensionale Matrix:

s € {0,1}INTypesix(msm)x(m«n) _ {1, falls Stabart k zwischen i und j verbaut ist

S, .. =
kL 0, sonst

alle bendtigten Informationen zur Zeichnung der Losung zur Verfugung. Sie gibt Info darber,
welche Stabkapazitat von Knoten i zu Knoten j verbaut wurde. Ausgegeben wird sie in der

Form:
<variable name="S5(2,1,2)" index="10" value="1"/>

Es ist somit ein Stab der Kapazitat zwei, vom Knoten eins zu zwei verbaut. Der Wert " va-
lue="1" entspricht einer genutzten Kante, der Wert " value="0" einer nicht genutzten Kante

bzw. einem nicht verbautem Stab.

Zur Nachverfolgung der Kréafte in einzelnen Staben oder Knotenpunkten, sowie der Bestim-
mung ob eine Zug oder Druckspannung vorliegt, kann der Kraftvektor

F € Rmm)x(m=m) F; j= Kraftfluss von i nach j

ausgelesen werden.

Zur Dimensionierung der Lager, werden die entsprechenden Reaktionskréfte der Lager aus

den Variablen Va € R, Vb € R ausgewerten. Ausgelesen wurden alle Instanzen per Hand, um

sie spater in den entsprechenden CAD / FEM-Programme zu bewerten.
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6.1 Instanz 1: Hebezeug

Instanz 1 ist eine statische Lagerung eines Hebezeugs. Die entsprechenden Hebezeug-Kompo-
nenten, wie z. B. Hubmotor, Getriebe sowie Winde, sind auf einen Traglastbereich bis max. 25
Tonnen bzw. = 250 kKN pro Hebezeug ausgelegt. Wie in allen Instanzen ist links das Festlager,
sowie rechts das Loslager angeordnet. Die genauen Instanz-Werte, sowie die Zeichnung sind

der Anlage C (S.75) bzw. der beigefligten CD zu entnehmen.

Der Bauraum beinhaltet eine Spannweite von 40 LE, sowie einer Hohe von 3 LE. Innerhalb
dieser Arbeit entspricht eine LE einem Meter. Es befinden sich somit m = 41 Knoten in der
Breite, sowie n = 4 in der Hohe, was insgesamt einer Anzahl von 164 Knoten entspricht. Die
Quellknoten, also die entsprechenden Hebezeuge, befinden sich symmetrisch alle 10 LE tber
der Spannweite verteilt, ergo an den Knoten 11, 21 sowie 31. Die Fahrbahnbedingung muss

nicht erfillt werden.

Innerhalb dieser Instanz wurde die Krafteinleitung bewusst symmetrisch gewahlt und die Kréfte
aquivalent. Intuitiv wirde ein Ingenieur einen symmetrischen Aufbau aufgrund der Querkraft-
verteilung erwarten. Des Weiteren wurden, im Gegensatz zu Instanz 2, relativ groRe Stabkapa-
zitdten im Verhaltnis zur Belastung gewéhlt. Die Differenz zwischen zwei Kapazitéten ist deut-
lich héher als in Instanz 2, auBerdem liegen nur 4 Stabarten vor. Mutmalilich sollte eine

schlanke und effiziente Struktur entstehen.

Wie in dem Flussnetzwerk Anlage C (S.75) zu sehen, haben sich beide Vermutungen, unter den
im folgendem erlauterten Einschrankungen, bewahrheitet. Die Struktur ist vergleichsweise
symmetrisch. Es wurden im Verhdltnis viele Stabe mit einer hohen Kapazitat gewahlt und es

ist eine schlanke Struktur entstanden, im Gegensatz zu Instanz 2 Anlage C (S.78).

Im Vergleich von Ausschnitt 1 sowie 2, erkennt man, dass im ersteren vermehrt horizontale
Stébe verwendet werden. MutmaRlich werden diese verwendet, um die horizontalen Krafte zum
linken Festlager zu leiten. Da sich rechts ein Loslager befindet, kdnnen diese dort nicht aufge-
nommen werden und mussen somit dem Kraftfluss zum Festlager, Gber die dort angeordneten
Stébe, folgen. Dem Quellknoten 11 sowie 31 ist gemein, dass direkt an ihnen, alle Stabmdg-
lichkeiten genutzt werden, in Richtung zum nachstgelegen Lager. Die komplette Quellkraft
muss erstmalig aufgenommen werden und ab dort, bevorzugend angewinkelt, abgeleitet wer-
den. Das Verhéltnis von im Winkel angeordneten Stében zu horizontalen bzw. vertikalen Sta-
ben ist relativ eindeutig. Insgesamt erscheint die Nutzung von hoheren Kapazitaten inkl. hthe-

rer Preise, in Summe guinstiger, als das Nutzen von niedrigeren Kapazitaten.
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Optimierungsbedarf in Sachen Nullstdbe wird durch einen Vergleich von Bereich drei sowie
vier deutlich. In beiden Bereichen ist der Aufbau symmetrisch und die Stabauswabhl ist die glei-
che, jedoch werden in Abschnitt drei die Nullstabe in die Fachwerkstruktur hinein gebaut, in
vier jedoch nicht. Das Ganze macht sich dadurch bemerkbar, dass flr letzteren Abschnitt 4
Stabe mehr benétigt werden, um die gleiche Funktion zu erfillen. Die Forderung aus Kapitel
5.4, dass ein Nullstab eine innere Kopplung von zwei Knoten darstellt, ist somit hier nicht er-
fullt. Die Losung ist zul&ssig, jedoch nicht optimal in Bezug auf die Nullstabanordnung. Ein
mdoglicher Ansatz, geschlossene Strukturen fir Nullstdbe zu erzeugen, ware die Verwendung

von geschlossenen Kantenziigen, auch Eulerzug genannt.

Zukunftig ware ein weiterer Ansatz, symmetrische Strukturen zu erkennen und einzufordern.
Vergleicht man die Abschnitte im Bereich der Knoten 13-18 und 24-29, werden jeweils drei
Nullstabe verwendet, um die symmetrische Struktur zu ermdglichen. Nullstibe sind innerhalb
der Zeichnungen jeweils farblich gekennzeichnet (siehe Legende). Da die Anzahl der Nullstabe
identisch ist, liegt ein identischer Zielfunktionswert vor, weswegen das Modell nicht unter-
scheidet. Generell werden symmetrische Fachwerkstrukturen als harmonischer wahrgenom-
men, wodurch Brlcken wie die Lansdowne-Bricke in Sukkur / Pakistan sowie die Howrah-
briicke in Kolkota, in der Vergangenheit, unter Kritik rieten. Sie wurden rein aus statischen
Gesichtspunkten erbaut. Der deutsche Briickenbauer Fritz Leonhardt urteilte in seinem Buch
"Briicken, Asthetik und Gestaltung":

,,Mit Fachwerken sind schon abschreckende Briicken gebaut
worden mit einer verwirrenden Unordnung der Stabfiihrung. So
ist die erste Hooghly-River-Briicke in Kalkutta in meinen Augen
eine der hasslichsten Briicken, die taglich von Tausenden von
Menschen und Fahrzeugen benutzt werden muss. (Leonhardt,
1994)«

Verlauf eins sowie zwei lassen vermuten, dass es von Vorteil ist, gleichartige Stdbe im Verlauf
der Kraft anzuordnen. Anstatt die Quellkréfte zuerst nur in waagerechter oder senkrechter Rich-
tung abzuleiten, werden sie vornehmlich angewinkelt abgeleitet. Hierbei ist zu beachten, dass
angewinkelte Stabe Kréfte in beide Raumrichtungen aufnehmen kénnen und so unter Umstan-
den Nullstabe eingespart werden konnen. Es ist eine auffallende Ahnlichkeit zum Streben —
Fachwerk (siehe Anlage A S. 62) festzustellen, wobei der Obergurt oder Untergurt nicht zu

betrachten ist, da in dieser Instanz keine Fahrbahn gefordert ist.


http://www.bernd-nebel.de/bruecken/2_pioniere/leonhardt/leonhardt.html
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6.2 Instanz 2: Eisenbahnbriicke

Instanz 2 ist eine Eisenbahnbriicke mit 100 LE Spannweite, vgl. hierzu Flussnetzwerk 2 Anlage
C (S. 78). Es wird eine Flachenlast von max. 5 t/LE bzw. ~ 5 kKN/LE abgestitzt. Dazu wird an
jedem Knoten der Fahrbahn, also jedem Quellknoten, eine Kraft von 5 kN eingeleitet. Fur den
normalspurigen Eisenbahnverkehr ist in Deutschland auf Strecken mit Normalverkehr das Last-
modell 71 anzusetzen. Dieses entspricht den Meterlasten der Streckenklasse D4. Es werden flr
Standard Neu- und Ausbaubriicken 8,0 t/m gefordert. Da in diesem Modell zweidimensional
gearbeitet wird, werden 4,0 t/m angenommen. Um weitere 25% Sicherheit aufzuschlagen, wird
mit 5,0 t/m gerechnet.

Der Bauraum beinhaltet 100 LE Spannweite, sowie eine Hohe von max. 2 LE. Insgesamt liegen
303 Knotenpunkte vor. Davon sind Knoten 1 bis 101 Quellknoten und die Fahrbahnbedingung
muss erfillt sein, sodass all diese Knoten belegt werden miissen. Um zu erfassen, wie viele
Nullstabe fir die Fahrbahn, also horizontal, im Vergleich zum restlichen Bauraum, Anwendung
finden, werden diese als Fahrbahn zugelassen, unabhangig von der Tatsache das sie keine

Krafte aufnehmen konnen.

Durch die Verwendung von acht verschiedenen Stabkapazitaten und einer niedrigeren Diffe-
renz zwischen diesen, als in Instanz 1, sollte eine stark ausgebaute Struktur entstehen. Es ist zu
vermuten, dass viele Stébe kleinerer Kapazitat, jedoch keine Nullstébe, in der horizontalen an-
geordnet werden. Sie kdnnen zur Kraftlibertragung genutzt werden und erhohen den Zielfunk-

tionswert nur marginal mehr, als ein Nullstab.

Grundlegende Vortiberlegungen haben sich bestétigt. Es werden an den Lagern die stirksten
Stabkapazitaten verwendet um die Kraft, mittels der drei zur Verfiigung stehenden Stabmdg-
lichkeiten, aufnehmen zu kénnen. VVon der Mitte bis hin zum Lager werden immer hdhere Stab-
kapazitaten verwendet, da die Belastung auch steigt. Das gleiche Phanomen spiegelt sich in der
Fahrbahn wieder. Ungleich der Annahme, werden in der Fahrbahn auch hoéhere Stabkapazitaten
verwendet. Es findet eine Weiterleitung horizontaler Kréfte innerhalb der Fahrbahn statt. Die

Struktur ist teilweise, wie in Instanz 1, nicht komplett symmetrisch.

Innerhalb der gesamten Struktur werden 7 Nullstédbe verwendet, davon 5 als Fahrbahnelemente
und 2 angewinkelt innerhalb der Struktur. Bei Einer Anzahl von 303 Knotenpunkten, stellt dies

einen sehr geringen Wert dar.
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Haupterkenntnis dieser Instanz ist, dass sie analog zu einer Auslagerbriicke interpretiert werden
kann. Laut (Gotsch, 2014) waren die ersten groRen Auslagerbriicken rautenférmige, doppelsei-
tige Turmausleger, durch die die Fahrbahn hindurchgefiihrt wurde. Materialsparender sind je-
doch Auslagerbriicken, deren Fachwerke nur unterhalb der Fahrbahn liegen. Sie dhneln haufig
Bogenbriicken, sind jedoch nicht eindeutig von Briicken mit Fachwerkbalken abzugrenzen. Ge-
nau dieser Fall liegt in dieser Instanz vor. Siehe hierzu auch Anhang A, Fachwerkbruckentréger
sowie Anlage C (S. 80 oben).

Die typische Ausflihrung aus zwei Kragtragern, die sich in der Mitte gegenseitig mittels Dreh-
gelenk abstitzen, spiegelt sich wieder. Dabei werden vertikale sowie transversale Krafte im
Drehgelenk aufgenommen, wobei letztere innerhalb dieses Modells vernachlassigt werden.
Vgl. hierzu Abb. 30: Der Viaduc du Viaur, eine einspurige stahlerne Eisenbahnbriicke, gebaut
gegen Ende des 19. Jahrhunderts. Innerhalb der Instanz, spiegelt der Bereich vom Knoten 48-
53 diese Bauweise wieder. Aufgrund der Winkelfunktion w entsteht jedoch kein Bogen und die
Bauweise des spitzen Zulaufs ist nur mittig vorhanden, da die geringe Bauhohe von 2 LE nicht

mehr zulésst.

Abbildung 30: Viaduc du Viaur (Bodin P.J, abgerufen am 05.01.2016)
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7 Fazit

Die grundlegende Problemstellung dieser Arbeit war ein mathematisches Optimierungsmodell

zur statischen Anordnung von Fachwerktrégern.

Zu diesem Zweck wurde ein MIP formuliert, welches fiir einen gegebenen Lastfall ein Gleich-
gewichtssystem aus Fachwerkstaben verschiedener Kapazitaten liefert, wobei die Anschaf-

fungskosten sowie das Gesamtgewicht des verbrauchten Materials minimal sind.

Wie in Kapitel 5.3 und 5.4 zu sehen, kdnnen durch das Verstéandnis des Bauraums als Flusspro-
blem statische Tragwerkssysteme erzeugt werden. Um die Normalkraftbeanspruchung der
Stabe als Zug bzw. Druck zu interpretieren, ist eine strikte Einhaltung der VVorzeichenkonvek-

tion notig.

Der Ansatz dieses Modells unterscheidet sich grundlegend von aktuellen Sizing-Problemen, bei
denen gegebenen Grundstrukturen Stabvolumina und somit Kapazitaten zugewiesen werden.
Es wird die komplette vorgegebene Grundstruktur, also Stabanordnung, beibehalten und hin-
sichtlich des Volumens minimiert. Vor der Optimierung muss eine zuvor berechnete Staban-
ordnung vorhanden sein. Innerhalb dieses Ansatzes wird jedoch keine vorhandene Stabanord-
nung optimiert, sondern eben diese optimale Anordnung gefunden, welche hinsichtlich Kosten
und Gewicht optimal ist. Dabei kénnen der Fall einer Briicke, wobei eine Fahrbahn ausgebaut

sein muss, sowie z. B. eine Kranbriicke ohne Fahrbahnbedingungen, vorliegen.

Insgesamt konnten, vgl. Abschnitt 6.2, einige grundlegende Analogien zu vorhanden Fach-
werksystemen entdeckt werden. Es sind Gemeinsamkeiten mit dem Strebenfachwerk sowie
dem markanten Mittelteil der Auflagerbriicke vorhanden. Innerhalb einer Instanz von 303 Kno-
tenpunkten, wurden 7 Nullstdbe verwendet, wovon 5 als Fahrbahnelement und nur 2 angewin-
kelt innerhalb der Struktur verwendet wurden. Bei Einer Anzahl von 303 Knotenpunkten, stellt
dies einen sehr geringen Wert dar. Zukuinftig ist zu priifen, ob durch den Vergleich von Instan-
zen mit realen Bauten, Konzepte zur Vermeidung von Nullstdben im Briickenbau formuliert
werden kénnten. Innerhalb der beiden gepriiften Instanzen sind Nullstab-Strukturen entstanden,
welche aus der eigentlichen Struktur heraus gerichtet sind. Dies gilt es zukunftig zu vermeiden.
Die entstandenen Strukturen sind verhaltnismaliig symmetrisch, jedoch wurde nicht bertick-
sichtigt inwiefern die Normalkraftstabe miteinander verbindbar sind. Unter Einbezug der kon-

struktiven Verbindungsmaoglichkeiten konnten weitere Kosten eingespart werden.
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Um das Modell zu erweitern, bietet sich eine Betrachtung ebener Stabtragwerke mit nichtlinea-
ren Flachenlasten und einer Einleitung von Quellkréften in beliebigen Winkeln sowie beliebige
Momente an. Uber eine Bestimmung von Verschiebungen bzw. Knoten-Vertraglichkeiten
kdénnten minimale Verschiebungen, wie es in der Realitat der Fall ist, zugelassen werden. Zu-
gleich sollten Restriktionen eingefiihrt werden, welche symmetrische Strukturen, bei gleichem
Zielfunktionswert, bevorzugen. Mit der zusétzlichen Forderung, dass Nullstébe sich innerhalb
von Ubergeordneten Strukturen befinden mussen, konnte eine optimale und zugleich optisch
ansprechende Fachwerkstruktur ermittelt werden. Um den Anschlussmdoglichkeiten eines Fach-
werks in der Praxis gerechter zu werden, sollten verschiedene Stabkombinationen bevorzugt
werden, sodass unnotig teure Anschlusskonfigurationen ausgeschlossen sind. Vorstellbar ist
eine Erweiterung der Lager bzw. Senken, mit den entsprechenden Kosten verbunden, da zwei
Lager nicht immer die optimale Lésung bei grofRen Instanzen darstellen werden. Hierbei sollte

das Modell selbst entscheiden, wieviel Lager optimal sind.

Weiterhin kdnnten in der ebene wirkende Flachentragwerke, wie z.B. Platten und Scheiben,
betrachtet werden und eine Alternative zur herkdmmlichen Strukturoptimierung darstellen.
Grundsatzlich sind viele Anwendungsfelder vorstellbar, so kann z.B. ein in der Ebene arbeiten-
der Roboter mit zwei translatorischen Freiheitsgeraden auch als Stabfachwerk aufgefasst wer-
den. Fir folgende Arbeiten wére die Betrachtung von dreidimensionalen Strukturen interessant.

Das Modell ist grundsatzlich dafiir ausgelegt.
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Anlage A: Ausfachungsarten

e Nach Art des Stabgitters (Ausfachung)

o Streben - Fachwerk

o Streben mit Sekundéarfachwerken
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o Sténder — Fachwerk mit zur Mitte hin steigenden Diagonalen
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o Stander — Fachwerk mit zur Mitte hin fallenden Diagonalen
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o Rauten — Fachwerk

Anlage A: Ausfachungsarten
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o Parabelfachwerk

Anlage A: Ausfachungsarten
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Anlage A: Ausfachungsarten

e Nach Art des Tragsystems
o Fachwerkbinder

o Fachwerkbriickentrager

o Fachwerkmast
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o Fachwerkrahmen
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Anlage B: Modelliibersicht

Bendtigte Variablen

Symbol

= {0’1}|NT)/D€S| X(m*n)X(msn)

F € R(m*n)x(m*n)
x € {0’1}(m*n)x(m*n)

y € {0,130
1 € {0,130
1} € {0,1}0mm)
17 € {0,130
13 € {0,1}(m ™
L € {0,1}(mm)
VaeR

Vb €R

Definition

S . = { 0,sonst
kij 71, falls Stabart k zwischen i und j verbaut ist

F; j= Kraftfluss von i nach j

0,sonst
Xij = {1,falls Stab zwischen i und j verbaut ist, indem Kraft vorliegt

Bindrvariable, die anzeigt, ob ein Stab am Knoten anliegt

Hilfsvariable, die anzeigt, ob an Knoten i eine durchgehende Stablinie der Art 1 verbaut ist
Hilfsvariable, die anzeigt, ob an Knoten i eine durchgehende Stablinie der Art 2 verbaut ist
Hilfsvariable, die anzeigt, ob an Knoten i eine durchgehende Stablinie der Art 3 verbaut ist
Hilfsvariable, die anzeigt, ob an Knoten i eine durchgehende Stablinie der Art 4 verbaut ist
Binarvariable, die anzeigt, ob ein Nullstab beliebiger Art anliegt

Vertikale Reaktionskraft in Lager A

Vertikale Reaktionskraft in Lager B

Bendétigte Mengen und Parameter

Symbol

NTypes
NQ

Knoten
m € N
n €N
w € R

¢ € RINTypes|
cost € RINTypes|
Q € RINC
QLoc € NIVel
M eR

Definition

Menge der Stabtypen {0,1,2,...}
Menge der Quellkrifte {0,1,2,...}
Menge der Knoten {1,..,m*n}
Breite der Matrix

Héhe der Matrix

Winkelfunktion sin ( E) = cos ( E) = 72 = %
¢(NTypes) = Kapazitit des Stabtyps
cost(NTypes) = Kosten des Stabtyps

Q(NQ) = Quellkraft der Quellkraftnummer
QLoc(NQ) = Koordinate der Quellkraft

Big M - entspricht mindestens der maximalen Kapazitit eines Stabes
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Zielfunktion:

min Z Z Z Sk,ij * COSty,

i€Knoten  jeKnoten  k€E€NTypes
s.t
Lagerkraft A:
— > Qi*QLociy +S1+Vh+(n—1)51=0
iENQ
Lagerkraft B:
Qi *(m—QLoc))*Sl—Vax(m—-1)*Sl=0

i'ENQ

Kraftfluss:

Fij <= Mx*x;

Drittes newtonsche Axiom:

Fij = —F;

Krafteinleitung:

_FQLoc(i),QLoc(i)+m —Ww* FQLoc(i),QLoc(i)+m—1 —W* FQLoc(i),QLoc(i)+m+1 - Qi =0

_FQLoc(i),QLoc(i)+m —Ww* FQLoc(i),QLoc(i)+m+1 -Q;=0

_FQLoc(i),QLoc(i)+m —Ww* FQLoc(i),QLoc(i)+m—1 -Q;=0

Kapazitatsbeschrankung:

Fl-l]- < E Cp * Sk’l-’]-

k ENTypes

E Skij = Xij

k ENTypes

Vi € Knoten

Vi € Knoten

Vi,j € Knoten

Vi,j € Knoten

Vi €NQ|QLoc; #1

A QLoc; #m

Vi €NQ|QLoc; =1

Vi ENQ|QLoc;=m

Vi,j € Knoten

Vi,j € Knoten

Vi,j € Knoten

A k € NTypes

Vi,j € Knoten
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GGB - Sonderfall 9:
—Fiia+Fipa W F i —WHFiin g =W Fjymog + W Fyipmyr =0 Vi € Knoten|i=zm+2

Ai<(mxn)—-m-—1

Aimodm #0,imodm # 1

HFim = Fliom W Fjompr —WHFy g — W F i 1+ W Fimy =0 Vi € Knoten|i =zm + 2
Ai<(mxn)—-m-—1
Aimodm #0

Aimodm #1

GGB - Sonderfalle 1-8:

Fiivi+w=*Fiimi1 =0 Vi € Knoten|i=1

—Fiiym —W*Fjimy1 =0 Vi € Knoten|i=1

A(k € NQ|QLoc, #1)

—Fiia—w*F =0 Vi €Knoten|i=m=x*n

+Fim+WxFijm g +Vb=0 Vi € Knoten|i=m=n

—Fiici—wHFim 1 —WHFin =0 Vi € Knoten | i modm =0
AL =2m

tFiom—Fijymtw=*Fiopm 1 —w*Fiym =0 Vi € Knoten|imodm =0
ANi=2m

Al<nxm-—-m

+Fiv1 tWHFimer WA Fii90m =0 Vi € Knoten|imodm =1
ANizm+1
Al<nxm-—-m

tFim —Fijomtw=*F i —w=Fi10m =0 Vi € Knoten|imodm =1
Ai=>2m+1
AlS<nxm—m

—Fiia=W*Fiiymq=0 Vi € Knoten|i=m

—Fiiom—W*Fijum1=0 Vi € Knoten|i=m

A(k €NQ|QLoc;, #m)
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Fiivi+tw+*Fi 1 =0 Vi €EKnoten|i=m*n—m+1
Fiiim+w*Fii e +Va=0 Vi €Knoten|i=m*n—-m+1
Fi,i—l + Fi,i+1_W * Fi,i+m—1 + w * Fi,i+m+1 =0 Vi € Knoten | i>2

ANi<m-—-1
_Fi,i+m — W * Fi,i+m—1 — W * Fi,i+1+m =0 Vi € Knoten|i > 2

ANi<m-—1

A(k €NQ|QLoc, # i)

_Fi,i—l + Fi,i+1_W * Fi,i—m—l + w * Fi,i—m+1 =0 Vi € Knoten | iZ2msn—m+ 2

Ai<mx*n-—1

—Fii-m+w*F i1 +twxF; 1 =0 Vi € Knoten|i=m+n—m+2

Ai<mx*n-—1

Nullstabe:
Nullstab — Fall 1:

Xijer + X1 S 1P +1 Vi € Knoten | imodm # 0

Aimodm #1

0 . .
Xijp1 + X1 = 2% Vi € Knoten | imodm # 0

Aimodm #1

=0 Vi € Knoten|imod m =0

Vimodm=1

Nullstab — Fall 2:

Xij+m T Xijiom < li1+ 1 Vi €Knoten|i=m+1

Al<ms*sn—m

Xijem + Xijom = 210 Vi €Knoten|izm+1

Ai<ms*sn—m

=0 Vi €Knoten|i<m+1
Vi=zmx*xn—m

Nullstab — Fall 3:

2 . .

Xijmm+1 T Xpgm—1 < lF+1 Vi € Knoten|i=m
Vism*n—m
Vimodm #1

Vimodm #0
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2
Xij-me1 t Xigm—1 = 2% [

Nullstab — Fall 4:

3
Xijirme1 t Xijomer < 7+ 1

3
Xijrmer F Xiiome1 = 2%

Nullstab — Forderung allgemein:

3
Zlizsél-*Li
z=0

Xiji—m—1 T Xiimm + Xijimme1 T Xpim1 T X1 + Xpirme1H X iem + Xijemer = 3% L;

Nullstab — Forderung an Randféllen:

Xiji-1 F Xijimm-1 + Xpirm—1 + Xijom + Xiiem = 3 * Ly

Vi € Knoten|i>m
Vism*n—m
Vimodm #1

Vimodm #0

Vi € Knoten |i <m
Vi>m*n—m
Vimodm=1

Vimodm=0

Vi € Knoten|i=m
vism*n—m
Vimodm #1

Vimodm #0

Vi € Knoten|i=m
vism*n—m
Vimodm #1

Vimodm #0

Vi € Knoten|i<m
Vi>m*n—m
Vimodm=1

Vimodm=0

Vi € Knoten

Vi € Knoten|i=>m+2
Vismsn—-m-—1
Vimodm #0

Vimodm #1

Vi € Knoten |imod m =0
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Xii+1 ¥ Xijmme1 + Xijwmer T Xijem = 3% L; Vi € Knoten|imodm =1
vizm+1

visnsm-—m

Xij-1 + Xiir1 + Xijem-1 + Xijem + Xijpmer = 3% Ly Vi € Knoten|i =2

vism-1

Nullstab — Kraftweiterleitung zum Lager:

Xiir1 T Xijem T Xiisme1 < 8x*y; Vi € Knoten|i=1

2%y < Xippr F Xijem + Xiirme1 Vi €Knoten|i=1

Xii—1 + Xijrm-1 + Xijivm < 8% Y; Vi € Knoten|i=m

2xy; € Xpjog F Xijrm-1 + Xiji4m Vi € Knoten|i=m

Xij-1 + Xpir1 + Xppem-1 + Xijem T Xijemer S 8% Y; Vi € Knoten|i =2
vism-1

2%y S x50 F Xiir T Xiiem—1 T Xiiem T Xijrme1 Vi € Knoten|i =2
vism-1

xi,i—l + xl-_l-_m_l + xl-_i.,_m_l + xl—'i_m + xi_i.,_m < 8= Vi Vi € Knoten | imodm=20
Vi=2*m

visnxm-—m
2 % Vi < Xii-1 + Xii-m—1 + Xii+m—1 + Xii—-m + Xii+m Vi € Knoten | imodm=0
Vi=2*m

visnxm-—m

Xij+1 t Xij—m+1 t Xijeme1 T Xijem + Xijam < 8*xy; Vi € Knoten|imodm =1
vizm+1
Visnxm—m

2 * Vi < Xii+1 + Xii-m+1 + Xii+m+1 + Xii—-m + Xii+m Vi € Knoten | imodm=1
vizm+1

vVisnxm-—m

Xiji—1 T Xpir1 T Xpiome1 F Xijimme1 T Xij-m < 8*y; Vi €EKnoten|i>m*n—m+ 2
Vism*n-—1
2xy; < Xii—1+ Xijr1 t Xijom-1 + Xii—m+1 T Xii-m Vi € Knoten|i>ms*+n—m+ 2

Vism*n-—1

Xijmm—1 F Xijiem + Xiimme1 T Xiict + X1 + Xijeme1 + Xijem + Xijiomer S 8*y; Vi EKnoten|i=m+2

vism*n—m-—n
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2%y SXppme1 T Xiiem F Xiioma1 ¥ Xii-1 F X T Xpiem-1 T Xpirm T Xpitme1

Nullstab - Quellknoten:

XQLocy,QLociss T XQLoci,QLocim T XQLociQLOC 1 me1 =2

XqLocyQLoci—y T XQLociQLocis F XQLocyQLocism-1 T XQLocyQLoCm T XQLoCLQLOC ms1 = 2

xQLoci,QLoci_i + xQLoci,QLoch_l + xQLoci,QLocH,m =2

Nullstab — Senkknoten:

Xij—1 + Xpjome1 + Xiem =1

Xijv1 T Xijmm T Xijomer 2 1

Forderung — Fahrbahn:

m

in,i+1 =m-1

1

Vimodm #0
Vimodm #1

Vi € Knoten|i=m+2
Vvism*n—m-—n
Vimodm #0

Vimodm # 1

Vi €NQ|QLoc;=1

Vi € NQ|QLoc; #1

V QLoc; # m

Vi € NQ|QLoc;=m

Vi € Knoten|i=m=+*n

Vi €Knoten|i=m*n—m+1

Vi € Knoten|i<m
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Anlage C :Flussnetzwerk
e Instanz1
Stab0=4 mmRundstab
Stab 1 =20 mmRundstab
Stab 2 =40 mmRundstab
Stab 3 =50 mm Rundstab
@ (2] 3" (14) 15
(4] 55 56
831 9% [97)
W N & e

Verlauf 1



Anlage C :Flussnetzwerk

75




Anlage C :Flussnetzwerk

76

Verlauf 2
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e Instanz 2

Stab0=4 mmRundstab

Stab 2 =40 mmRundstab

Stab 4 = 65 mmRundstab
Stab 5 = 80 mmRundstab
Stab 6 = 100 mm Rundstab

Stab 7 =120 mm Rundstab

> kN |
kN ___|

:
§

17 > 3 47 > ¢ [ 7 87 297 10 115§ lz.vAla }:1
102 103 1040 1105 106. 107, 108: v :109fv:110 1111 112 1134 ux 11
5 7S I v

204, (205, 206, 207, 2087 2209, 21C, 211 212, 4213 214 215] 216,
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L___I\D)

L___N\))

[N

N>

___N\))

=257 <262 =27- 228

24°

23°

21

=18° 19 20:

17<

=16

GO K KKK

2303

229,

J227

226,

225,

L____\D|

L___\D]

L___N\)]

L___N\)]

NS

38

=37

36i

-35

33

231

134 135 136 1375 1138] 139
|I N v
1] | | I |
238 2397

133

132

1240,

237,

236,

ED
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kN ___|

Merkmal Auslagerbricke

! !

)
:

-68 69 70 71 72 73 2747 75
r
169 2170 171 172] 173 174 2175 176
4 4

270 271 2272 1273 274, 1275 4276, (277,
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