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1 Einleitung

In Zeiten immer knapper werdender fossiler Brennstoffe tritt der Energieverbrauch technischer Anlagen
und Prozesse immer mehr in den Fokus. In ganz Europa werden jahrlich etwa 2000-3000 TW h Strom
verbraucht, davon circa 30% bei dem Betrieb von Fluidsystemen (vgl.[20]). Aus diesem Grund wird seit
einiger Zeit untersucht, wie sich die Methoden der mathematischen Optimierung im Kontext der Planung
und des Betreibens solcher Systeme einsetzen lassen.

Dazu wird in dieser Arbeit die Planung von Wasserversorgungssystemen mit Volumenspeichern als beispiel-
hafte Problemstellung betrachtet. Die Anforderungen an das zu planende System und die physikalischen
Gesetze, die in diesen Systemen gelten, werden in Kapitel 2 erlautert.

In Kapitel 3 wird gezeigt, wie sich ein Wasserversorgungssystem als Graph darstellen lasst und wie
der Zustand des Systems in diesem abgebildet werden kann. Die Systemzustdnde in den einzelnen
Zeitschritten hdngen dabei von den vorherigen Fiillstinden des Speichers ab. Zudem wird ein lineares
gemischt-ganzzahliges Programm aufgestellt, das fiir ein gegebenes Nachfrageprofil einen Systemaufbau
und eine Pumpeneinstellung liefert, deren Anschaffungs- und auf lange Sicht dominierenden Stromkosten
minimal sind.

Das aufgestellte MIP ist allerdings mit den Standardlosungsverfahren der diskreten Optimierung schon
bei wenigen Zeitschritten nicht mehr in akzeptabler Zeit 16sbar. Aus diesem Grund werden in dieser
Arbeit zwei Verfahren ausgearbeitet, die trotz der hohen Komplexitidt des Problems in akzeptabler Zeit
Lgute“ Losungen finden. Die Idee ist dabei, das Problem in zwei einzelne Entscheidungen zu zerlegen: Das
Finden eines Systemaufbaus und das Finden einer Pumpen- und Ventileinstellung.

Dafiir wird in Kapitel 5 die Dynamische Optimierung als ein effizientes Losungsverfahren fiir das Finden
von optimalen Pumpen- und Ventileinstellungen fiir einen gegebenen Systemaufbau vorgestellt, nachdem
in Kapitel 4 die mathematischen Grundlagen zu serien-parallelen Netzwerken gegeben wurden.

In Kapitel 6 werden zwei Heuristiken erldutert, die im Rahmen diese Arbeit implementiert wurden
und die ,,gute” Systemaufbauten finden. Beide Heuristiken verwenden zur Bewertung ihrer Losungen
die vorgestellte und ebenfalls implementierte Dynamische Optimierung. Die erste Heuristik ist ein
Ameisenalgorithmus, der das Verhalten von Ameisen bei der Futtersuche imitiert. Die Losungen, die von
diesem Algorithmus gefunden werden, sind Systemaufbauten, bei denen alle Komponenten seriell oder
parallel zueinander verschaltet sind. Solche Systemaufbauten lassen sich als serien-parallele Netzwerke
darstellen.

Die zweite, in Kapitel 6 betrachtete Heuristik ist eine lokale Suche, die ausgehend von einer Losung
ihre Nachbarschaft durchsucht und zur besten gefundenen Nachbarschaftslosung wechselt, um dort mit
der Suche fortzufahren. Genauer wird in dieser Arbeit eine Tabu-Suche verwendet, die durch Verbote
versucht, ein Zuriickkehren zu bereits besuchten Losungen zu verhindern.

Um die Giite von Losungen abzuschétzen, ohne dass die optimale Losung bekannt ist, konnen duale
Schranken verwendet werden. Zwei solcher Schranken fiir das MIP werden in Kapitel 7 erlautert.

Zuletzt fasst Kapitel 8 die Ergebnisse der Untersuchung von Laufzeit und Losungsgiite der implementierten
Verfahren zusammen.







2 Problemstellung

Fiir eine Siedlung soll ein moglichst giinstiges und energiesparendes Wasserversorgungssystem geplant
werden. Dabei steht aufgrund von Versorgungsengpéssen das Wasser nicht in ausreichender Menge
und eventuell nicht mit ausreichendem Druck zur Verfiigung. Dies fiihrt zum einen dazu, dass Wasser
gespeichert werden muss, damit zu Engpasszeiten ausreichend Wasser zur Deckung des Bedarfs vorhanden
ist. Zum anderen muss der Druck des Wassers so erhoht werden, dass das Wasser die Abnehmer erreicht.
In diesem Kapitel sollen zunéchst die genauen Anforderungen an das zu planende System formuliert
werden. Anschliefend werden die physikalischen Groen und Zusammenhinge beschrieben, die in
Wasserversorgungssystemen zu beobachten sind und bei der Planung beachtet werden miissen.

2.1 Das zu planende Wasserversorgungssystem - Beschreibung und Anforderungen

Das System muss sicherstellen, dass die Abnehmer zu jedem Zeitpunkt geniigend Wasser entnehmen
konnen. In Vorbereitung der Planung wird fiir jeden zu versorgenden Abnehmer ein Lastprofil erarbeitet.
Zur Vereinfachung werden nahezu konstante Nachfragen durch ihren Mittelwert ersetzt. Zusammen
stellen die Lastprofile die Anforderung an das System dar und geben an, wann, wie lange und wie viel
Wasser nachgefragt wird. Der in den Lastprofilen betrachtete Zeitraum wird so in Abschnitte unterteilt,
dass in jedem Abschnitt die Nachfrage konstant ist. Fiir jeden Zeitabschnitt ist eine maximal zur Verfiigung
stehende Wassermenge vorgegeben. In Abbildung 2.1 sind zwei beispielhafte Lastprofile und die aus
diesen folgende Einteilung in Zeitabschnitte zu sehen.

Fiir das zu entwickelnde System steht eine Menge aus Speichern mit freier Oberfldche zur Verfiigung,
deren Grundfldche und Hohe vorgegeben ist. Diese diirfen, ebenso wie eine gegebene Menge an Pumpen,
im System verbaut werden.

Die ausgewdhlten Komponenten werden in einem festgelegten Bereich, beispielsweise in einem Pumpen-
haus, aufgestellt und passend verbunden. Jeder Abnehmer ist einzeln an das Pumpenhaus angeschlossen
und die dazu bendtigten Rohre sind vorinstalliert. Es ist moglich, den Speicher sowohl im Pumpenhaus als
auch an einem Standort auBerhalb aufzustellen. Wird der Speicher nicht im Pumpenhaus aufgestellt, ist
zusatzlich ein geoditischer Hohenunterschied zwischen Pumpenhaus und Speicherstandort anzugeben.

Die Pumpen und Speicher sollen so ausgewahlt und zu einem System verschaltet werden, dass jederzeit
der benotigte Druck erreicht und der Bedarf an Wasser gedeckt werden kann und zudem die Summe aus
Anschaffungskosten und Stromkosten iiber einen gegebenen Zeitraum minimal ist.

2.2 Physikalische GroBen und Zusammenhéange

Wasserversorgungssysteme gehoren zu der Klasse der Fluidsysteme mit stromenden Fliissigkeiten und
folgen somit den Gesetzmaél3igkeiten der Hydrostatik und Hydrodynamik. Der Zustand eines solchen
Systems lasst schon durch seine Zustandsgrof3en beschreiben (vgl. [11]). In dieser Arbeit werden folgende
Zustandsgrolden betrachtet:

* Q Volumenstrom in m®h™!

e v mittlere Stréomungsgeschwindigkeit in ms™?
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Abbildung 2.1: Beispielhafte Lastprofile, die angeben wann wie lange wie viel Wasser verbraucht wird

e H Druck in mWS (Meter Wassersaule).

Zustandsgrol3en lassen sich in intensive und extensive ZustandsgréfSen einteilen. Intensive Zustandsgrof3en
sind von der Masse des Systems unabhingig, das heil3t sie verdndern sich durch Teilung des Systems nicht.
Die Masse eines Systems entspricht der im System beinhalteten Stoffmenge. Eine intensive Zustandsgrole
ist beispielsweise der Druck H, der an den einzelnen Stellen des Systems zu beobachten ist. Im Gegensatz
zu intensiven Zustandsgrofden verhalten sich die extensiven Grof3en proportional zur Masse des Systems.
Ein Beispiel hierfiir ist - etwa bei inkompressiblen Fliissigkeiten - das Volumen.

Verdndern sich diese Zustandsgrofden im Zeitverlauf nicht, so befindet sich das System in einem sta-
tiondren Zustand bzw. in einem thermodynamischen Gleichgewicht (vgl. [11]). Ausgehend von einem
Gleichgewicht lasst sich die Zustandsdnderung eines Systems nur durch die dullere Beeinflussung der
ZustandsgroBen herbeifiihren. Danach strebt das System wieder einen Gleichgewichtszustand an. Sind
Zustandsdnderungen eine Abfolge mehrerer Gleichgewichtszustdnde, so werden sie als quasistationdr
oder quasistatisch bezeichnet. Ein Prozess, der zu einer quasistationiren Zustandsédnderung fiihrt, wird
ebenfalls quasistationédr genannt [11].

Das Betreiben eines Wasserversorgungssystems kann als ein quasistationédrer Prozess betrachtet werden.
Die Anderung der Zustandsgrofen erfolgt in diesem Fall durch die Anderung der Wassernachfrage,
beispielsweise durch das Offnen eines Wasserhahns. Das Wasserversorgungssystem erreicht schon nach
kurzer Zeit wieder einen stationdren Zustand. Der Zeitanteil, in dem sich das System in keinem stationédren
Zustand befindet, ist vernachlassigbar.

Befindet sich ein Fluidsystem in einem Gleichgewichtszustand, so gilt entlang jeder Stromlinie das
Bernoullische Gesetz [13], welches besagt, dass die Gesamtenergie einer stromenden Fliissigkeit entlang
einer Stromlinie konstant ist:
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H, +h, + == = H, + h, + =% = konstant. (2.1)
28 28

Druckhohe der Fliissigkeit in mWS
Stromungsgeschwindigkeit in m s~
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In Abbildung 2.2 ist ein Rohrquerschnitt mit einer eingezeichneten Stromlinie zu sehen.

Abbildung 2.2: Querschnitt eines Rohres, mit einer eingezeichneten Stromlinie (angelehnt an [13])

Wird ein System betrachtet, in dem keine wesentlichen geodéatischen Hohenunterschiede vorhanden sind,
so gilt:

2

2

U1 Uy

H, + — = H, + == = konstant. (2.2)
2g 2g

In diesen beiden Formen des Bernoullischen Gesetzes - (2.1) und (2.2) - wird der Rohrreibungsverlust
A > 0 vernachlassigt. Wird dieser zusatzlich berticksichtigt, so gilt:

2 2
v v
Hy+h;+ 2—1 =H,+hy+ 2—2 + A = Kkonstant. (2.3)
g g

Der Rohrreibungsverlust ist abhéngig von der Stromungsgeschwindigkeit und der Beschaffenheit des
Rohres. Dieser kann durch die Darcy-Weifsbach Gleichung [9] berechnet werden.

2.2 Physikalische GréBen und Zusammenhange 5
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Unabhingig vom Zustand, in dem sich das System befindet, gilt das Kontinuitdtsgesetz (vgl. [4]). Dieses
Gesetz besagt, dass fiir alle Teilsysteme der einflieBende Volumenstrom dem ausflief3enden Volumenstrom
entspricht. Bei Systemen mit Volumenspeichern wird der Volumenstrom, der in den Speicher flief3t, als
aus dem System stromender Volumenstrom betrachtet und der Volumenstrom, der aus dem Speicher
flie3t, als in das System flielender Volumenstrom. Der Speicher liegt somit aufderhalb der Systemgrenze.
Der Volumenstrom ist das Produkt aus mittlerer Stromungsgeschwindigkeit und der Querschnittsflache
des Rohres, d.h. die mittlere Stromungsgeschwindigkeit &ndert sich mit dem Rohrdurchmesser.

Q=3600-A-v

A Rohrquerschnittsfliche in m?

v mittlere Stréomungsgeschwindigkeit in ms™*

Die zu betrachtenden Zustandsgrof3en bei der Beschreibung einer Pumpe sind der Volumenstrom Q, der
durch die Pumpe fliel8t, die Druckerhohung AH, die von der Pumpe erzeugt wird, und die Leistungsauf-
nahme P, die durch Betreiben der Pumpe entsteht. Im Allgemeinen gilt fiir Pumpen, dass mit steigendem
Volumenstrom die erzeugte Druckerh6éhung sinkt. Bei drehzahl-regelbaren Pumpen gilt zusétzlich, dass
die Druckerhohung bei festem Volumenstrom mit der eingestellten Drehzahl n steigt. Die Druckerh6hung
ist somit abhidngig vom Volumenstrom und gegebenenfalls von der Drehzahl. Die Leistungsaufnahme
einer Pumpe steigt sowohl mit dem geforderten Volumenstrom als auch mit der eingestellten Drehzahl;
somit steigt bei steigender Fordermenge auch der Stromverbrauch. Die genauen Zusammenhénge zwi-
schen Volumenstrom, Drehzahl und Druck bzw. Leistungsaufnahme werden in der Pumpenkennlinie
(drehzahl-fest) bzw. dem Pumpenkennfeld (drehzahl-regelbar) abgebildet, die von den Pumpenherstellern
zur Verfiigung gestellt werden. Ein beispielhaftes Kennfeld ist in Abbildung 2.3 zu sehen.

Fiir drehzahl-regelbare Kreiselpumpen kann berechnet werden, wie sich, ausgehend vom Betriebspunkt
der Pumpe, mit Q;, AH; und P; die Drehzahldnderung von n; zu n, auf den Betriebspunkt auswirkt.
Diese Aussage ergibt sich aus den Skalierungsgesetzen fiir Kreiselpumpen [9]:

Q _m AH, _nf P _n

= = —=— (2.5)
Q, 1Ny AH, n? P, nd
Somit stellen die Skalierungsgesetze folgende Zusammenhénge dar:
Q~n AH~n* P~n’ (2.6)
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Abbildung 2.3: Beispielhaftes Kennfeld: Die Kennfelder stellen den Zusammenhang zwischen Volumen-
strom, Drehzahl und Druckerhéhung bzw. Leistungsaufnahme einer Pumpe dar [22].
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3 Mathematisches Modell

In Abschnitt 3.1 wird zunéchst erlautert, wie sich der Aufbau und der Zustand eines Wasserversorgungssys-
tems graphentheoretisch modellieren lassen. Zudem wird gezeigt, wie ein solcher Aufbau, ausgehend von
einem vollstdndigen Graphen, gefunden werden kann. Anschlief3end werden die Annahmen beschrieben,
die es ermoglichen, dass das Betreiben eines solchen Systems mit Speichern als eine Folge von stationédren
Zustanden dargestellt werden kann. Daraus wird abgleitet, wie sich ein Systemaufbau fiir den Betrieb
mit verschiedenen stationiren Zustidnden bestimmen ldsst. Im Abschnitt 3.2 wird auf Grundlage dieser
Aussagen ein gemischt ganzzahliges Programm aufgestellt, mit dessen Hilfe ein Aufbau und eine Belegung
der ZustandsgroRen fiir alle Zeitabschnitte und deren jeweiligen stationdren Zustand gefunden werden
kann. Dabei werden die Kosten, die aus Anschaffungskosten und Stromkosten resultieren, minimiert.

3.1 Graphentheoretische Modellierung

Ein Wasserversorgungssystem lasst sich als gerichteter Graph G = (V, E) darstellen, genauer als Netz-
werk mit ausgezeichneter Quelle ¢ und ausgezeichneten Senken s, ...,s,, wobei n die Anzahl der zu
versorgenden Abnehmer ist. Fiir jede Pumpe p; und jeden Speicher sp; enthélt das Netzwerk einen Knoten.

Im Folgenden wird die Interpretation des Graphen als reales System durch Ubersetzung von Schaltbildern
erklart. Ein Quellenknoten stellt den Wasserzugang des betrachteten Systems dar und ist somit der
Zulauf, der in Schaltplénen, wie in Abbildung 3.1, dargestellt wird. Ein Senkenknoten entspricht dem
Anschluss eines Abnehmers an das Pumpenhaus und ist somit ein Ablauf des betrachteten Systems, der in
Schaltpldnen, wie in Abbildung 3.1, dargestellt wird. Vom Anschluss bis zum Abnehmer selbst fiihrt ein
vorinstalliertes Rohr.

(a) >—e
(s) —D

Abbildung 3.1: Quellen- und Senkenknoten mit gegenlibergestellter Schaltbilddarstellung

In der Realitdt entspricht ein Pumpenknoten einer Pumpe mit vorgeschaltetem Absperrventil. An das Ventil
ist ein eingehendes Rohr angeschlossen und an die Pumpe ein ausgehendes Rohr. In einem Schaltbild des
Wasserversorgungssystems wird dies wie in Abbildung 3.2 dargestellt.

(p) —D-S—

Abbildung 3.2: Pumpe mit vorgeschaltetem Absperrventil und angeschlossenen Rohren




Ein Speicherknoten entspricht einem Speicher mit vor- und nachgeschaltetem Absperrventil. An die
Ventile ist jeweils ein Rohr angeschlossen. Die entsprechende Darstellung im Schaltbild ist in Abbildung
3.3 zu sehen.

(sp) Dk fpk—

Abbildung 3.3: Speicher mit vor-und nachgeschaltetem Absperrventil und angeschlossenen Rohren

Eine Kante im Graph bedeutet, dass die den Knoten zugeordneten Elemente verbunden sind. Zwei
Elemente werden miteinander verbunden, indem ihre Rohre zusammengeschaltet werden. Alle Rohre
haben unterstelltermaRen den gleichen Durchmesser. Die Kante gibt gleichzeitig noch die Flie3richtung
des Wassers an. Dies ist keine Einschrankung, da die Fliel3richtung vorab bekannt ist.

Im Folgenden werden beispielhaft Ausschnitte aus Schaltpldnen gezeigt, deren Elemente auf unterschied-
liche Weise verbunden sind.

Der Ausschnitt des Schaltplans in Abbildung 3.4(a) zeigt zwei Pumpen und einen Speicher, die an die
Quelle angeschlossen sind. Das Rohrsystem, das zwischen der Quelle und den Komponenten liegt, besteht
aus einem Rohr, das sich in drei Rohre verzweigt.

Der entsprechende Schaltbildausschnitt fiir eine Pumpe und einen Speicher, die an eine Senke angeschlos-
sen sind, ist in Abbildung 3.4(b) zu sehen. Hier werden zwei Rohre zu einem Rohr zusammengefiihrt.

Eine dhnliche Verschaltung von zueinander parallelen Pumpen in Reihe vor einem Speicher ist in Abbildung
3.4(c) zu sehen.

Beispiel 3.1. In Abbildung 3.5 ist der Schaltplan eines Wasserversorgungssystems, bestehend aus einem
Speicher; fiinf Pumpen und einer Senke, dargestellt. Hier sind die Pumpen p, und p, parallel zueinander vor
den Speicher geschaltet. Die Pumpen ps, p4 und ps sind parallel zueinander nach dem Speicher geschaltet
und sie sind an die Senke angeschlossen. Dem Schaltbild ist in der Abbildung seine Graphendarstellung
gegeniibergestellt.

Im Graph lésst sich nicht nur der Aufbau des Wasserversorgungssystems abbilden, sondern zuséatzlich auch
der Zustand des Systems. Dazu werden den Knoten und Kanten Zustandsgré3en zugeordnet. Befindet
sich das System in einem stationidren Zustand, so sind diese Zustandsgrofsen konstant und es gelten die
physikalischen Gesetze fiir Systeme im stationdren Zustand, wie in Kapitel 2.1 beschrieben.

Jedem Pumpenknoten wird ein Volumenstrom Q; zugeordnet, der angibt, wie viel Wasser durch die
Pumpe stromt. Des Weiteren wird den Pumpenknoten eine Druckerhohung AH; zugewiesen, die die vom
Bauteil erzeugte Druckerhohung darstellt. Zusatzlich haben diese Knoten noch eine Drehzahl n; und
eine Leistungsaufnahme P;, die fiir ein gegebenes Volumenstrom-Druckerhéhungs-Paar angeben, welche
Drehzahl eingestellt werden muss und wie hoch der Stromverbrauch dabei ist.

Fiir die Speicherknoten werden zwei Volumenstrome Q;, und Q,,, angegeben, um die Wassermengen
darzustellen, die in den Speicher hinein- bzw. aus dem Speicher herausstromen. Aus dem Anfangsfiillstand
und diesen Volumenstromen ergibt sich, wie viel Wasser am Ende des betrachteten Zeitraumes gespeichert
ist. Jedem Speicherknoten wird zusétzlich ein eingehender Druck Hj, und ein ausgehender Druck Hy,,,
zugeordnet. Diese beiden Werte geben an, wie hoch der Druck am Anfang bzw. am Ende des Rohres ist,
das in bzw. aus dem Speicher fiihrt.

Allen Kanten (i, j) wird ein Volumenstrom Q; ; zugeordnet, der angibt, wie viel Wasser von Element i
zu Element j flielt. Die Elemente i bzw. j konnen Pumpen, Puffer, Anschliisse von Abnehmern oder
Quellen sein. Zusétzlich wird den Kanten ein Druck H;; zugeordnet. Dieser entspricht dem Druck an der
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Abbildung 3.4: Beispielhafte Ausschnitte aus Schaltplanen, deren Elemente auf unterschiedliche Weise
verbunden sind

Abbildung 3.5: Schaltplan eines Wasserversorgungssystems mit fiinf Pumpen, einem Speicher und einer
Senke sowie zugehdriger Graphendarstellung

Stelle, an denen die Rohre zu den Elementen der Knoten i und j verbunden sind. Die Rohre, die die

3.1 Graphentheoretische Modellierung 1



Elemente innerhalb des Pumpenhauses verbinden, sind im Vergleich zu den Rohren, die zu den Senken
oder gegebenfalls zum auferhalb liegenden Speicher fiihren, sehr kurz. Aus diesem Grund wird der
Reibungsverlust in den Rohren innerhalb des Pumpenhauses nicht beachtet.

Den Senken- und Quellknoten wird ebenfalls ein Volumenstrom Q; bzw. Q, zugewiesen, der angibt, wie
viel Wasser durch sie hindurch in das System flieBt bzw. es verlédsst. Dem Quellknoten wird ein Druck H,
zugeordnet, der die Hohe des Wasserdrucks beim Eintreten in das System angibt. Auch den Senkenknoten
wird ein Druck zugeordnet. Hierbei handelt es sich um den Druck des Wassers an den Anschliissen der
Abnehmer.

Bei der Planung eines Wasserversorgungssystems sollen Pumpen und Speicher so ausgewéhlt und ver-
schaltet werden, dass das System allen Anforderungen geniigt. Die gestellten Anforderungen kénnen
typischerweise durch subjektive Einschitzungen variieren. Die minimale Anforderung ist allerdings, dass
den Abnehmern immer geniigend Wasser entnehmen konnen. Wird bei den Anforderungen nun davon
ausgegangen, dass eine konstante Nachfrage durch das System gedeckt werden soll, so entspricht das
Finden eines Aufbaus nun dem Finden eines Graphen, dessen Zustandsgrof3en im stationdren Zustand
die Nachfrage decken. Hierfiir sei G = (V, E) ein Graph, dessen Knotenmenge aus einem Knoten fiir die
Quelle, einem Knoten fiir jeden Abnehmer und einem Knoten fiir jede auswédhlbare Pumpe bzw. jeden
auswdahlbaren Speicher besteht. Die Kantenmenge beinhaltet alle Kanten zwischen zwei unterschiedli-
chen Knoten mit Ausnahme der Kanten, die aus einer Senke heraus- oder in die Quelle hineinfiihren.
Das Auswihlen eines Teilgraphen von G entspricht in diesem Fall dem Auswihlen und Verschalten der
Komponenten zu einem Systemaufbau.

Das Betreiben eines Wasserversorgungssystems ohne Speicher kann als ein quasistatischer Prozess be-
trachtet werden. Da die Uberginge zwischen den einzelnen stationiren Zustinden sehr kurz sind, kénnen
die Zustandsdnderungen als eine Folge von stationdren Zustdnden betrachtet werden, die voneinander
unabhéngig sind. Enthélt das System Speicher und wird deren Speicherdruck als konstant angenommen,
so kann auch das Betreiben von solchen Wasserversorgungssystemen als Folge von stationiren Zustdnden
betrachtet werden. Die Zustinde sind dann iiber die Fiillstinde der Speicher gekoppelt. Somit kann in
der mathematischen Modellierung des Problems eine Folge anhdngigen stationédrer Zustiande betrachtet
werden.

3.2 Lineares gemischtes ganzzahliges Optimierungsmodell

In diesem Abschnitt wird ein lineares gemischt ganzzahliges Optimierungsmodell (MIP) vorgestellt, das die
in Kapitel 2 aufgestellten Bedingungen beriicksichtigt und die geforderte Zielsetzung verfolgt. Mit Hilfe des
MIP lisst sich zum einen eine Verschaltung der Komponenten finden, d.h. ein Teilgraph aus G auswihlen
und zum anderen eine Belegung der entsprechenden Zustandsgrof3en in diesem Teilgraph finden. Hierzu
sollen zuerst die gegebenen Parameter beschrieben und die Variablen des Optimierungsmodells vorgestellt
werden. Anschliefend werden die benétigten Nebenbedingungen und die Zielfunktion erlautert.

Die vereinfachenden Annahmen dabei sind:

* Auf den Rohren des Systems entsteht kein Rohrreibungsverlust. Ausgeschlossen davon sind die
Rohre, die zu bzw. aus den Speichern fiihren und die Rohre, die vom Pumpenhaus zu den Abnehmern
fiihren.

* Der Speicherdruck ist iiber einen betrachteten Zeitschritt konstant und entspricht dem mittleren
Fiillstand.

* Nichtlineare Zusammenhénge werden linearisiert.
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3.2.1 Parameter

Als Grundlage fiir die Optimierung seien folgende Parameter gegeben:

Sp Menge an verbaubaren Speichern

B Menge an verbaubaren Pumpen

q anzuschlieBende Quelle

S Menge aller zu versorgenden Abnehmer

Qﬁnm’s minimaler Volumenstrom, der beim Abnehmer im Zeitschritt t ankommen muss

Qﬁnax’ . maximaler Volumenstrom, der im Zeitschritt ¢t aus der Quelle entnommen werden kann
K=BUSp Menge aller verbaubaren Komponenten

E Menge aller (potentiellen) Kanten im Graph

Hfm. s minimaler Druck, mit dem das Wasser beim Abnehmer im Zeitschritt t ankommen muss
H, >0 Startdruck am Beginn des System

st? =0 Fiillhohe des Speicher i am Anfang des Planungszeitraumes

G; Grundflache des Speichers j

T Anzahl der betrachteten Zeitschritte

A Dauer eines Zeitschrittes

3.2.2 Variablen

Die folgenden Variablen werden benétigt, um Aufbau und Zustand des optimalen Systems zu beschreiben:

x; €10, 1} gibt an, ob der Knoten zur Komponente i € K ausgewéhlt (,,gekauft”) wird.
x;; €10, 1} gibt an, ob die Kante zwischen den Knoten i und j ausgewahlt (,,gekauft”) wird.
y{ €10, 1} gibt an, ob der Pumpenknoten i im Zeitschritt t einen positiven Volumenstrom hat

bzw. ob der Pumpenknoten ,,verwendet“ wird. Wird eine Pumpenknoten nicht ver-
wendet, so ist das vorgeschaltete Absperrventil der zugehorigen Pumpe geschlossen.
yltn’i e {0, 1} gibt an, ob der Speicherknoten i im Zeitschritt ¢t einen positiven eingehenden
Volumenstrom hat. Ist der eingehende Volumenstrom des Knotens null, so wird der
Speicher nicht befiillt und das vorgeschaltete Absperrventil ist geschlossen.
yéut’i €{0,1}  gibt an, ob der Speicherknoten i im Zeitschritt t einen positiven ausgehenden
Volumenstrom hat. Ist der ausgehende Volumenstrom des Konten null, so wird der

Speicher nicht geleert und das nachgeschaltete Absperrventil ist geschlossen.

Q>0 gibt den Volumenstrom des Pumpenknotens i wahrend des Zeitschritts t an.

Q=0 gibt den eingehenden Volumenstrom des Speicherknotens i wahrend des Zeitschritts
t an.

Qoue; =0 gibt den ausgehenden Volumenstrom des Speicherknotens i wahrend des Zeitschritts
t an.

Qs = Qpins gibt den Volumenstrom des Senkenknotens s wahrend des Zeitschritts t an.
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0=< sz < Qfmx’ . gibt den Volumenstrom des Quellknotens g wahrend des Zeitschritts t an.

Q: ;20 gibt den Volumenstrom auf der Kante zwischen den Knoten i und j wéhrend des
Zeitschritts t an.

H l.tj >0 gibt den Druck der Kante zwischen den Knoten i und j wéhrend des Zeitschritts t
an.

AH! >0 gibt die Druckerhéhung des Pumpenknotens i wahrend des Zeitschritts ¢ an.

H! >0 gibt den Druck des Senkenknotens s wahrend des Zeitschritts t an.

H fn’ ;=0 gibt den eingehenden Druck des Speichers i wahrend des Zeitschritts t an.

H éut’ ;=0 gibt den ausgehenden Druck des Speichers i wéhrend des Zeitschritts ¢ an.

n >0 gibt die Drehzahl des Pumpenknotens i wéhrend des Zeitschritts ¢ an.

P! >0 gibt die Leistungsaufnahme des Pumpenknotens i wahrend des Zeitschritts t an.

st; >0 gibt die Fiillhohe zum Speicherknoten i am Ende von Zeitschritt t an.

3.2.3 Zielfunktion

Die Kosten fiir die Anschaffung und den Strom des resultierenden Systems sollen so niedrig wie moglich
sein. Sei fiir die Berechnung der Kosten

; Anschaffungskosten fiir die Pumpe i mit zugehorigem Absperrventil bzw. fiir den
Speicher mit zugehorigen Absperrventilen

Kk  Preis fiir eine Kilowattstunde

J  Anzahl an Wiederholungen des betrachteten Lastverlaufes

gegeben. Daraus resultiert die zu minimierende Zielfunktion:

T

DA x T kDY AP

i€k t=1 i€B

3.2.4 Nebenbedingungen

Die hier beschriebenen Nebenbedingungen stellen sicher, dass alle Anforderungen aus Kapitel 2 erfiillt
und die physikalischen Gesetze eingehalten werden.

Kaufentscheidungen

Die Kaufentscheidungen fiir das zu planende System sollen so getroffen werden, dass die ein- und
ausgehenden Rohre einer Komponente an andere Rohre angeschlossen sind und die Flussrichtung
eindeutig ist:
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D xyzx; Viek (3.1
(i,j)eE
Z xﬁZ X; VieK (32)
(j.i)eE
xijS xl‘ Vl (S K, (l, ]) eE (33)
i<x VieKk, (i, j) €E (3.4)
xji+x; <1 V(j, 1) €E. (3.5)

(3.1), (3.2): Knoten diirfen nur dann gekauft werden, wenn mindestens eine herausfiihrende und eine
eingehende Kante gekauft wurde.

(3.3), (3.4): Kanten diirfen nur gekauft werden, wenn die Start- und Endknoten gekauft wurden.

(3.5): Bauteile diirfen nur in einer Richtung miteinander verbunden werden.

Flusserhaltung

Die folgenden Nebenbedingungen stellen sicher, dass die Volumenstréme im System dem Kontinuitétsge-
setz folgen. Fiir die Speicher gilt, dass sich die Fiillmenge am Ende des betrachteten Zeitraumes aus der
Anfangsfiillmenge und den ein- und ausflielenden Volumenstromen sowie der Dauer des Zeitschrittes
ergibt:

> Q. = Q Vt=1.T (3.6)
i€k
>, = Q  VseS, t=1.T (3.7)
i€k
Z Q = Q. VieB, t=1.T (3.8)
(i,j)€E
Z Q, = Q) VieB, t=1.T (3.9)
G.DeE
> Q, = Q,; VieSp, t=1.T (3.10)
(i.))eE
s = Qb Vi€Sp, t=1.T (3.11)
U.))eE
A (Q; —Qou) +GistT'= Gisti  VieSp, t=1..T. (3.12)

(3.6): Der Volumenstrom des Quellknotens entspricht der Summe der Volumenstrome auf den Kanten,
die aus dem Knoten fiihren.

(3.7): Der Volumenstrom der Senkenknoten entspricht der Summe der Volumenstrome auf den Kanten,
die in den Knotenfiihren.

(3.8), (3.9): Der Volumenstrom des Pumpenknoten entspricht zum einen der Summe der Volumenstrome
auf den Kanten, die in den Knoten fithren, und zum anderen der Summe der Volumenstrome auf den
Kanten, die aus dem Knoten fiihren.

(3.10): Der eingehende Volumenstrom des Speicherknotens entspricht der Summe der Volumenstrome
auf den Kanten die in den Knoten fiithren.

3.2 Lineares gemischtes ganzzahliges Optimierungsmodell 15



(3.11): Der ausgehende Volumenstrom des Speicherknotens entspricht der Summe der Volumenstrome
auf den Kanten die aus dem Knoten fiihren.

(3.12): Die Fiillmenge eines Speicherknotens am Ende eines Zeitschrittes ergibt sich aus der Endfiillmenge
des vorherigen Zeitschrittes, den eingehenden und ausgehenden Volumenstromen, sowie der Dauer des
Zeitschrittes.

Zusammenhang zwischen Volumenstrom und Kaufentscheidung

Zwei Bauteile miissen verbunden sein, damit zwischen ihnen Wasser fliefSen kann, d.h. eine Kante muss
»gekauft” sein, wenn sie einen positiven Volumenstrom haben soll. Auch Pumpen- und Speicherknoten
miissen ,,gekauft” sein, damit durch sie positive Volumenstrome fiihren konnen. Dieser Zusammenhang
lasst sich mit Hilfe der ,,Big-M*“-Methode [2] als lineare Ungleichung darstellen. Dabei ist M eine geniigend
grolde Zahl, welche mindestens dem maximalen Volumenstrom, der auf einer Kante auftreten kann,
entsprechen muss.

Die Kante (i, j) ist nicht ,gekauft”, d.h. x;; =0 = QIFJ. =0 Vt.

M-x;>Q; V(i,j)€E, t=1.T. (3.13)

Gemeinsam mit den Nebenbedingungen fiir die Kaufentscheidungen und der Flusserhaltung sorgt diese
Nebenbedingung dafiir, dass auch fiir Pumpen- und Speicherknoten gilt, dass sie ,,gekauft“ sein miissen,
wenn ihr Volumenstrom positiv sein soll.

Druckverlauf

In Wasserversorgungssystemen, die sich in einem stationidren Zustand befinden, gilt entlang von Stromlini-
en das Bernoullische Gesetz (vgl. 2.1). Es wird angenommen, dass die Rohre, mit denen die Komponenten
verbunden sind, alle den gleichen Durchmesser haben. Aus diesem Grund ist bei gegebenem Volumen-
strom die mittlere Stromungsgeschwindigkeit iiberall gleich. Da im Pumpenhaus keine nennenswerten
geodatischen Hohenunterschiede vorhanden sind und der Rohrreibungsverlust vernachléssigt wird, gilt
somit fiir je zwei Stellen in einem zusammenhédngenden Rohrsystem, dass die an diesen Stellen zu
beobachtenden Driicke H; und H, identisch sind, d.h.

Hl == Hz.

In allen Rohren, die zu einem Anschluss eines Abnehmers fithren, herrscht ein identischer Druck H St
Insbesondere herrscht dieser Druck auch an den Stellen, an denen die Rohre der Komponenten mit dem
Anschluss verbunden sind. Somit gilt fiir alle ,,gekauften® Kanten, die zum Senkenknoten fiihren, dass
ihnen Driicke H! entsprechen, das heif3t also:

Die Kante (j,s) ist ,gekauft, d.h. x;; =1= H]?S =H_.

16 3 Mathematisches Modell



Auch dieser Zusammenhang lasst sich mit Hilfe der ,,Big-M“-Methode als lineare Ungleichung darstellen:

M-xj—Hj+H < M V(j,s)€E, t=1.T (3.14)
-M-xj,—Hj +H >-M V(j,s)€E, t=1.T (3.15)

In allen Rohren, die aus dem Quellknoten fithren, herrscht der Anfangsdruck H,, das bedeutet also:

Die Kante (q, j) ist ,gekauft*, d.h. x;; = 1= H;j =H,

M-x;—Hj +H, < M V(g j)eV,t=1.T (3.16)
—M - xg—Hy+H;=2—M V(q, j)€V, t=1.T (3.17)

Auf allen , gekauften“ Kanten, die aus dem Speicherknoten i fiihren, herrscht der gleiche Druck H éut ;» das
heilst also:

t

Die Kante (i, j) ist ,gekauft, d.h. x;; =1 = Hl.tj =H

Out,i
M-x;—Hj+H,, <M V(i, j)€E, t=1.T (3.18)
—M - x;; —Hj;+Hg,, =M V (i, j) €E, t=1.T. (3.19)

Analog herrscht der gleiche Druck Hj . auf allen ,gekauften” Kanten, die in den Speicherknoten i fithren:

Die Kante (j,1) ist ,gekauft, d.h. x; =1 = H]?l. =H!

In,i
M-x;—Hj+H, ;<M V(j,i)€E t=1.T (3.20)
-M-x;; —Hj;+H, ;>M V(j,i)€E, t=1.T. (3.21)

In,i —

Stromlinien werden durch Pumpen unterbrochen, d.h. die Bernoullische Gleichung entlang vom Stromli-
nien gilt im hier betrachteten Beispiel nur in Rohrsystemen.

Fiir jede Pumpe gilt der folgende Zusammenhang beziiglich des jeweiligen Drucks der ,gekauften“
eingehenden und herausfithrenden Rohre: Sie unterscheiden sich um die Druckerh6hung des Bauteils,
was fiir die Pumpenknoten bedeutet:

Der Pumpenknoten i wird verwendet und die Kanten (j,1), (i, k) sind , gekauft®, d.h. yl.t =1,x; =1,
Xp=1=H} +AH! = H,.

Mit Hilfe der , Big-M“-Methode lasst sich dieser Zusammenhang wie folgt als lineare Ungleichung darstel-
len:
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M-(xji+xy+y)— AH; —H;+H < 3M V(j, i), (i, k)€E, t=1..T (3.22)
—M-(xji +xy+y;) —AH; —Hj;+Hj >—3M V(j, i), (i, ) €E, t =1..T. (3.23)

Da diese Nebenbedingung fiir alle Paare an , gekauften“ herein- und herausfiihrenden Kanten gilt, folgt
dass auf allen hinein- bzw. herausfithrenden Kanten identische Driicke herrschen.

Zusammenhang zwischen Volumenstrom und den Absperrventilen

Der Volumenstrom durch eine Pumpe ist dann null, wenn das zugehorige Absperrventil geschlossen ist.
Fiir den Pumpenknoten bedeutet dies:

Der Pumpenknoten i wird nicht verwendet, d.h y; =0= Q! =0,

Qi—M-y{<0 VieB,t=1..T. (3.24)
(3.25)

Ein Pumpenknoten darf nur dann verwendet werden, wenn er , gekauft wurde.

Der Pumpenknoten i ist nicht ,gekauft, d.h. x, =0=y/ =0,

yi<x; VieB,t=1.T. (3.26)

Ist das Absperrventil vor dem Speicher geschlossen, so flie(3t kein Wasser in den Speicher.

Der Speicherknoten i wird nicht befiillt, d.h. y;, ; =0=Q;,; =0,

Q,~M-yt <0 VieSp, t=1.T. (3.27)

Ist das Absperrventil nach dem Speicher geschlossen, so kann kein Wasser aus dem Speicher entnommen
werden.

Der Speicherknoten i wird nicht geleert, d.h. y;, , =0=Q;, ;=0

Qoui™M " ¥5,; <0 VieSp, t=1..T (3.28)
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Ist eine Kante ,,gekauft“, die mit einem Speicher- oder Pumpenknoten inzident ist, hdngt der Volumenstrom
von der Einstellung der Absperrventile ab. Sind angrenzende Ventile gedffnet, so ist der Volumenstrom
echt grofler als null. Diese Tatsache wird abgebildet, indem gefordert wird, dass der Volumenstrom in
solchen Fallen grof3er gleich € = % ist.

Die Kante (i, j) ist ,gekauft“ und der Speicher i wird geleert, d.h. x;; =1, yfn =1

t
= QIn,i = €

MQ > yh +(x;—1) VieSp,(i,j)€Et=1.T. (3.29)

1

Die Kante (j, 1) ist ,,gekauft“ und der Speicher i wird geleert, d.h. x; =1,y/ ;=1

t
3(2]'1' = €,

MQY > yh,. + (i —1) Viesp,(j,i)€Et=1.T. (3.30)

Die Kante (i, j) ist ,,gekauft” und die Pumpe i wird verwendet, d.h. x; i=1, yltn =1

t
=>Qij26,

MQL > yf+(x;—1) VieB,(i,j)€Et=1.T. (3.31)

Die Kante (j, 1) ist ,gekauft“ und die Pumpe i wird verwendet, d.h. x;; =1, yéut =1

=Qj; ¢,

MQ' > yf+(x;—1) VieB,(j,i)€Et=1..T. (3.32)

Zusammenhang zwischen Volumenstrom, Drehzahl und Druckerh6hung bzw.
Leistungsaufnahme der Pumpe

In dieser Arbeit werden alle nichtlinearen Zusammenhinge durch lineare Splines approximiert, so zum
Beispiel die nichtlinearen Pumpenkennlinien, die den Zusammenhang zwischen Volumenstrom, Dreh-

3.2 Lineares gemischtes ganzzahliges Optimierungsmodell 19



zahl und Druckerh6hung bzw. Leistungsaufnahme darstellen. Die aus der Approximation entstehenden
stiickweise linearen Funktionen konnen mit verschiedenen Methoden in MIP abgebildet werden (vgl.
[21, 10, 16]). Die fiir diese Arbeit ausgewahlte Methode ist die Konvexkombinationsmethode, genauer
gesagt wird hier die aggregierte Konvexkombinationsmethode verwendet.

Eine stlickweise lineare Funktion f ist durch ihre Stiitzstellen (xy, f;,) mit k € & definiert. Ist f : R — R"
so unterteilen die Stiitzstellen den Definitionsbereich in Intervalle. Ein Paar von benachbarten Stiitzstellen
wird Segment bzw. Simplex genannt. Die Funktionswerte auf den Intervallen ergeben sich aus einer
Konvexkombination der angrenzenden Stiitzpunkte.

Die Konvexkombinationsmethode bildet diesen Zusammenhang in einem MIP ab. Hierfiir wird zuerst
eine Bindrvariable eingefiihrt, die einen Simplex auswahlt. Zusatzlich wird fiir jede Stiitzstelle eine
kontinuierliche Variable benoétigt, die den Anteil der Stiitzstelle an der Konvexkombination darstellt.
Aufierdem miissen Nachbarschaftsbedingungen formuliert werden, die sicherstellen, dass nur Stiitzstellen
an der Konvexkombination beteiligt sind, die zum gewahlten Simplex gehoren.

Fiir den Fall, dass der Definitionsbereich von f nicht ein- sondern zweidimensional ist, wird der Definiti-
onsbereich trianguliert. Somit sind die Simplizes Dreiecke. Auch hier sind Bindrvariablen zur Auswahl
eines Dreiecks bendtigt und kontinuierliche Variablen fiir die Konvexkombination erforderlich.

Fiir die Linearisierung der Pumpenkennfelder werden die folgenden Parameter und Variablen benotigt:

Parameter:
Sx Menge aus Simplizes
4 Menge an Stiitzstellen (k,1), k,l =1...m

Q. (D) Volumenstrom an der Stiitzstelle (k, 1) fiir Pumpe i

AH,, (i) Druckerhbhung an der Stiitzstelle (k, 1) fiir Pumpe i

i (1) Drehzahl an der Stiitzstelle (k,[) fiir Pumpe i

N0 Leistungsaufnahme an der Stiitzstelle (k, 1) fiir Pumpe i.

Variablen:

0<2A,(i) <1 Anteil der Stiitzstelle an der Konvexkombination

al (i) €{0,1} gibt an, welcher Simplex fiir die Pumpe i im Zeitschritt t ausgewahlt ist.

Um sicherzustellen, dass nur ein Simplex gewahlt wird und nur dessen Stiitzstellen an der Konvexkombi-
nation beteiligt sind, werden die folgenden Nebenbedingungen benotigt:

Z al (i) =y! VieB, t=1..T (3.33)
SXESX

Z AL =y! Vi, t =1..T (3.34)
k,I=1..m

ST @) =A@ VieB, kl=1l.m, t=1.T. (3.35)
sx: (k,1)esx
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Wird der Pumpenknoten i verwendet, so ergeben sich die Werte fiir deren Volumenstrom, Druckerh6hung
und Drehzahl aus der Konvexkombination der Werte an den Stiitzpunkten des ausgewdéhlten Simplex.
Wird er dagegen nicht verwendet, so sind alle Werte der betrachteten Variablen fiir diesen Knoten null.

Q= D AL Qul) VieB, t=1..T (3.36)
k,l=1..m
AH! = > AL()-AHu(i) VieB, t=1.T (3.37)
k,I=1..m
nf= > AL fy() VieB, t=1..T (3.38)
k,l=1..m
Pi= > L) Py(d) VieB, t=1..T (3.39)
k,l=1..m

Zusammenhang zwischen Druck und Volumenstrom fur die Senken

Im Rohr, das zum Abnehmer fiihrt, geht durch Reibung und Hohenunterschied Druck verloren. Wie hoch
der Druck H; bzw. H, am Anfang des Rohres sein muss, damit das Wasser beim Abnehmer mit einem
Druck von H, ankommt, lasst sich mit Hilfe der Bernoullischen Gleichung (vgl. 2.1(2.3)) berechnen:

2 2
Uy Uy
H1+h1+_:H2+h2+_+A%

28 2g

Da fiir das Rohr zum Abnehmer immer der gleicher Durchmesser angenommen wird, ist die Stromungsge-
schwindigkeit am Anfang und am Ende des Rohrs gleich gro3 v; = v,. Es gilt also:

H1:H2+(h2—h1)+A%

Der Rohrreibungsverlust A# lésst sich durch die Darcy-Weif3bach Gleichung (vgl. 2.1(2.4)) bestimmen.
Dieser nichtlineare Zusammenhang wird hier ebenfalls linearisiert und mit Hilfe der aggregierten Konvex-
kombinationsformulierung dargestellt. Hierfiir werden die folgenden Parameter und Variablen benétigt:

Parameter:
Sx Menge aus Simplizes
S Menge an Stiitzstellen k, k =1...m
Q,(s) Volumenstrom an der Stiitzstelle k fiir die Senke s
Hi(s) Druck an der Stiitzstelle k fiir die Senke s

h, =h, —h; geodéitischer Hohenunterschied zwischen Pumpenhaus und Abnehmer.

Variablen:

yi €40, 1} gibt an, ob der Senkenknoten s im Zeitschritt t einen positiven Volumenstrom hat.
0<A.(s)<1 Anteil der Stiitzstelle an der Konvexkombination.
al (s)€{0,1} gibt an, welcher Simplex fiir die Senke s im Zeitschritt t ausgewahlt ist:
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dld()=yt VseS, t=1.T (3.40)

SXESX

Dl A=yl  Vses, t=1.T (3.41)
k=1..m

Z al(s)=A(s) VseS, k=1.m, t=1..T. (3.42)
sx: kesx

Hat der Senkenknoten einen positiven Volumenstrom, so muss der Druck des Senkenknotens gro3er
gleich der Konvexkombination der Werte an den Stiitzpunkten des ausgewahlten Simplex zuziiglich h;
und H fnin’s sein. Der Volumenstrom ergibt sich aus der Konvexkombination der Werte an den Stiitzstellen.
Hat der Senkenknoten dagegen keinen positiven Volumenstrom, ist sein Druck nur durch die Bedingungen
(3.14) und (3.15) festgelegt:

Q<M-y! VseS,t=1..T (3.43)

Q= > A) Q) VseS, t=1.T (3.44)
k=1..m

HE> Y As) B(s)+h+ A, +M-yf =M Vs€S, t=1.T. (3.45)
k=1..m

Zusammenhang zwischen Druck und Volumenstrom fur die Speicher

Das Wasser wird durch ein Rohr unten in den Speicher eingeleitet. Dazu muss der Wasserdruck am
Speichereingang dem Speicherdruck, abgeleitet aus der Fiillhohe des Speichers in Metern, entsprechen.
In diesem Modell wird vereinfachend angenommen, dass der Speicherdruck im gesamten Zeitschritt
konstant ist und sich aus dem mittleren Speicherstand st ergibt:

stif—1 + stt

-t
Sti— 5

Im Rohr, das zum Speicher fiihrt, geht durch Reibung und Héhenunterschied Druck verloren. Wie hoch
der Druck H; bzw. Hy,, ; am Anfang des Rohres sein muss, damit das Wasser im Speicher mit einem Druck
von H, ankommt, l4sst sich ebenfalls durch

H1:H2+(h2_h1)+A%

berechnen. Dieser nichtlineare Zusammenhang wird mithilfe der aggregierten Konvexkombinationsme-
thode linearisiert.

Hierfiir werden zusétzlich die folgenden Parameter und Variablen benétigt:

Parameter:
Sx Menge aus Simplizes
4 Menge an Stiitzstellen k, k = 1...m
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Q) Volumenstrom an der Stiitzstelle k fiir den Speicher i
Hi, (1) Druck an der Stiitzstelle k fiir den Speicher i
h; =h, —h; geodéitischer Hohenunterschied zwischen Pumpenhaus und Speicher

Variablen:

s_tf der mittlere Fiillstand des Speichers i im Zeitschritt t
0<A; .(i)<1 Anteil der Stiitzstelle an der Konvexkombination

afn’sx(i) € {0,1} gibt an, welcher Simplex fiir den Speicher i im Zeitschritt t ausgewahlt ist:

> D=y, V¥, €Sp, t=1.T (3.46)
SXESX[
S A=y,  YieSp t=1.T (3.47)
k=1..m
Z af, ()AL (D) VieSp, k=1l.m, t=1.T. (3.48)
sx: kEsx

Hat der Speicherknoten einen positiven eingehenden Volumenstrom, so ergibt sich dieser aus der Kon-
vexkombination der Werte an den Stiitzpunkten des ausgewahlten Simplex. Der eingehende Druck des
Speicherknotens ergibt sich aus der Konvexkombination zuziiglich des geodatischen Hohenunterschieds
und des mittleren Fiillstandes. Hat der Speicherknoten dagegen keinen positiven Volumenstrom, so ist
der eingehende Druck des Knotens nur durch die Bedingungen (3.20) und (3.21) festgelegt:

Qo= D, A () Qi) Vi, t=1..T (3.49)
k=1..m

HE > D) AL () Hg() +h+st+ M-yt —M Viesp, t=1..T (3.50)
k=1..m

Hp,; < A (@) Hin o () + +stt—M-yl . +M VieSp, t=1..T. (3.51)
k=1..m

Das Wasser wird durch ein Rohr zuriick in das System geleitet. Der Druck H, bzw. Hy,, ;, mit dem das
Wasser wieder in das System gelangt, ergibt sich aus dem Speicherdruck abziiglich des Rohrreibungsver-

lustes:
HZ = Hl - A%.

Zur Linearisierung dieses Zusammenhangs werden die folgenden Parameter und Variablen benétigt:

Parameter:
SXout Menge aus Simplizes
54 Menge an Stiitzstellen k, k =1...m

Qouk(i) Volumenstrom an der Stiitzstelle k fiir den Speicher i
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Hou (1) Druck an der Stiitzstelle k fiir den Speicher i

Variablen:

0<21,,,(0)<1 Anteil der Stiitzstelle an der Konvexkombination

a(t)ut,sx(i) € {0,1} gibt an welcher Simplex fiir den Speicher i im Zeitschritt t ausgewahlt ist:

Z a(t)ut,sx(i) :y(t)ut,i Vl € SP, t=1...T (352)
SXESXout

> A @D =Yb.  Viesp, t=1.T (3.53)
k=1..m

D b =25, (D) Viesp, k=1.m, t=1.T. (3.54)
sx:kesx

Hat der Speicherknoten einen positiven Volumenstrom, so ergibt sich dieser auch hier aus der Kon-
vexkombination der Werte an den Stiitzpunkten des ausgewdhlten Simplex. Der ausgehende Druck
des Speicherknotens dagegen ergibt sich aus dem mittleren Fiillstand und dem geodétischen Hohen-
unterschied abziiglich des Rohrreibungsverlustes, der sich aus der Konvexkombination ergibt. Hat der
Speicherknoten keinen positiven Volumenstrom, so ist der ausgehende Druck des Speichers nur durch die
Bedingungen (3.18) und (3.19) festgelegt:

Qs = D Ao Qouei(D) Viesx, t=1..T (3.55)
k=1..m
Hbyo =2 hi+sti— D0 20uti (i) Hou (D +M -y, —M Viesx, t=1..T (3.56)
k=1..m
HYi Shitsti = >0 A5 Houp() =M y5, . +M  Viesy, t=1.T. (3.57)
k=1..m

3.2.5 Diskrete Fiillstande

Im oben beschriebenen Modell sind die Fiillstdande der Speicher kontinuierliche Entscheidungsvariablen.
Sollen dagegen diskrete Fiillstinde betrachtet werden gelten zusitzliche Nebenbedingungen. Vor der
Erlduterung dieser Nebenbedingungen sollen zuerst die in diesem Fall zusétzlich benotigten Parameter
und Variablen eingefiihrt werden:

Parameter:

N.

1

Anzahl an Fiillstdnden fiir Speicher i
P, ={pi1,--»Pin;} Menge an auswihlbaren Fiillsténden fiir den Speicher i
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Variablen:

s.tn € {0,1} gibt an, ob der Fiillstand n fiir Speicher i im Zeitschritt t ausgewéahlt wird.

L

Fiir jeden ,,gekauften“ Speicher i darf nur ein Fiillstand ausgewahlt werden. Der Fiillstand ergibt sich aus
der Auswahl n und dem dieser Auswahl zugeordneten Stand p; ,:

D sLypia=stl VieSp, t=1..T (3.58)
n=1..N

> st,=x; Viesp, t=1.T. (3.59)
n=1..N
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4 Serien-parallele Netzwerke

In diesem Kapitel werden serien-paralle Netzwerke betrachtet, die die Grundlage fiir den spéter ver-
wendeten Ameisenalgorithmus bilden. Hierfiir werden zuerst einige grundlegende Definitionen gegeben.
Auf dieser Grundlage wird dann erldutert, wie sich alle serien-parallelen Netzwerke einer bestimmten
Grolde erzeugen lassen. Aus dieser Vorgehensweise lésst sich anschlie3end die Anzahl an serien-parallelen
Netzwerken einer bestimmten GroRe ableiten und daraus ihre Reprasentation in einer Baumdarstellung.

4.1 Grundlegende Definitionen

Definition 4.1. (minimales Netzwerk)

Sei G,,;,, = (V, E) ein Netzwerk bestehend aus einem Knoten p, der Quelle q und der Senke s, d.h. V. = {p,q,s}.
Die Kanten verbinden die Quelle mit dem Knoten und diesen mit der Senke. Somit ist die Kantenmenge
gegeben durch E = {(q,p), (p,s)}. Ein Netzwerk dieser Art wird minimales Netzwerk genannt. In diesem
Kontext werden Knoten q und s Kopplungsknoten und der Knoten p Hauptknoten genannt.

qe @ ®s

Abbildung 4.1: Minimales Netzwerk, bestehend aus einem Hauptknoten und zwei Kopplungsknoten

Definition 4.2. (paralleles Verschalten von Netzwerken)[8]

Seien G; = (V1, E;) und Gy = (V,, E,) zwei Netzwerke mit Quellen q, bzw. q, und Senken s, bzw. s,. Zwei
Netzwerke werden parallel verschaltet, indem ihre Quellen bzw. Senken miteinander identifiziert werden.
Die so entstandenen Knoten sind wieder Kopplungsknoten. Sei G = (V,E) das Netzwerk, das durch das
parallele Verschalten der beiden Netzwerke entsteht.

G= Gl Opar GZ

Dann ist V.= {(V; \ {s1,q: D) U (V, \ {s5,95}) U {s,q}} die Knotenmenge des entstandenen Netzwerkes und
E = {E; UE,} ist die Kantenmenge, wobei die Kanten (q,,v;) € E; und (q,, ;) € E, durch (g, v;) bzw.
(q, v,) und die Kanten (vy,s,) € E;, (v5,85) € E, durch (vy,s) bzw. (v,,s) ersetzt werden.

Das so entstandene Netzwerk G wird paralleles Netzwerk genannt.

Beispiel 4.1. Das parallele Verschalten zweier minimaler Netzwerke ergibt das in Abbildung 4.2 zu sehende
Netzwerk.

Bemerkung 4.1. Zwei parallele Netzwerke sind gleich, wenn es sich um eine parallele Verschaltung der
gleichen Teilnetze handelt. Die Reihenfolge der Verschaltung ist dabei irrelevant.

Definition 4.3. (serielles Verschalten von Netzwerken)[8]
Seien G; = (V1, E;) und Gy = (V,, E,) zwei Netzwerke mit Quellen q, bzw. q, und Senken s, bzw. s,. Zwei
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Abbildung 4.2: Netzwerk als Ergebnis der parallelen Verschaltung zweier minimaler Netzwerke

Netzwerke werden seriell verschaltet, indem die Senke des einen Netzwerks mit der Quelle des anderen
Netzwerks identifiziert wird. Der so entstandene Knoten ist wieder ein Kopplungsknoten. Sei G = (V, E) das
Netzwerk, das durch das serielle Verschalten der beiden Netzwerke entsteht.

G= Gl Oser G2

Dann gilt V.= {(V; \ {s;}) U (V, \ {s,}) U {k}} ist die Knotenmenge des entstandenen Netzwerkes und
E = {E, UE,} die Kantenmenge , wobei alle Kanten (v;,s,) € E; durch (v, k) ersetzt werden und alle die
Kanten (qy, v5) € E, durch (k, v,) ersetzt werden. Das so entstandene Netzwerk G wird serielles Netzwerk
genannt.

Beispiel 4.2. Das serielle Verschalten zweier minimaler Netzwerke ergibt das in Abbildung 4.3 zu sehende
Netzwerk.

K
qe @ ® @ ®s

Abbildung 4.3: Netzwerk als Ergebnis der seriellen Verschaltung zweier minimaler Netzwerke

Bemerkung 4.2. Zwei serielle Netzwerke sind gleich, wenn es sich um eine serielle Verschaltung der gleichen
Teilnetze handelt. Die Reihenfolge der Verschaltung ist dabei irrelevant.

Serien-parallele Netzwerke sind rekursiv iiber minimale Netzwerke und das serielle bzw. parallele Ver-
schalten definiert.
Definition 4.4. (serien-paralleles Netzwerk)[8]

* Das minimale Netzwerk aus Definition 4.1 ist ein serien-paralleles Netzwerk.

* Ein serien-paralleles Netzwerk (kurz sp-Netzwerk) entsteht durch das serielle und parallele Verschalten

von serien-parallelen Netzwerken.

In sp-Netzwerken gibt es zwei Typen von Knoten, zum einen die Kopplungsknoten, welche zum Verschalten
der Netzwerke dienen, und zum anderen die Hauptknoten, welche unabhingig von der Verschaltung
erhalten bleiben.

Definition 4.5. (Ordnung von Netzwerken)[15]
Ein serien-paralleles Netzwerk mit n Hauptknoten wird Netzwerk der Ordnung n genannt.

4.2 Baumdarstellung

Serien-parallele Netzwerke lassen sich rekursiv durch serielle und parallele Verschaltung aus dem mini-
malen Netzwerk gemal3 Definition 4.1 erstellen. Eine mogliche Vorgehensweise, um alle sp-Netzwerke
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einer bestimmten Ordnung zu erhalten, wurde von B A. McMahon aufgezeigt! [15]. Eine dadurch inspi-
rierte, leicht abweichende Vorgehensweise wird in diesem Kapitel vorgestellt. Aus dieser Vorgehensweise
lasst sich die Anzahl an sp-Netzwerken der Ordnung n ableiten. Ausgehend von dieser Anzahl wird
dann der Zusammenhang zwischen sp-Netzwerken und Baumen ohne innere Knoten des Grads 2 (engl.
series-reduced trees) hergestellt.

Definition 4.6. (Konjugieren von serien-parallelen Netzwerken)[15]
* Das minimale Netzwerk ist selbst-konjugiert.
* Sei G = Gy 0,4, G, ein paralleles Netzwerk. Die Konjugation G von G ist ein Netzwerk, das aus der

seriellen Verschaltung der Konjugationen der Teilnetzwerke G, und G, besteht, d.h.

G = C_;1 Oser (_;2

* Sei G = G,0,,, G, ein serielles Netzwerk. Die Konjugation G zu G ist ein Netzwerk, das aus der parallelen
Verschaltung der Konjugationen der Teilnetzwerke G, und G, besteht, d.h.

G = Gl opar GZ

Das Konjugieren von sp-Netzwerken ist, wie die Definition dieser Netzwerke, auch rekursiv gegeben.

Die sp-Netzwerke der Ordnung 2 entstehen durch die serielle Verschaltung zweier minimaler Netzwerke
und der Konjugation des so entstandenen Netzwerkes (vgl. Abbildung 4.4).

O —e—O—» <8>+

Abbildung 4.4: Alle sp-Netzwerke der Ordnung 2, wobei das linke ein serielles und das rechte ein paralleles
Netzwerk ist

Alle seriellen Netzwerke dritter Ordnung konnen erzeugt werden, indem zum einen ein paralleles
Netzwerk der Ordnung 2 mit dem minimalen Netzwerk seriell verschaltet wird und zum anderen drei
minimale Netzwerke seriell verschaltet werden. Um alle parallelen Netzwerke der Ordnung 3 zu erhalten,
werden die seriellen Netzwerke der Ordnung 3 konjugiert (vgl. Abbildung 4.5).

<O o e

Abbildung 4.5: Alle sp-Netzwerke der Ordnung 3, wobei die linke Spalte alle seriellen und die rechte Spalte
alle parallelen Netzwerke enthalt

! Das minimale Netzwerk aus Definition 4.1 entspricht im Originalpaper einem sogenannten ,line branch“.
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Alle seriellen Netzwerke der Ordnung 4 lassen sich durch die serielle Verschaltung der folgenden Netzwer-
ke erzeugen:

Je ein paralleles Netzwerk der Ordnung 3 mit einem minimalen Netzwerk

Zwei parallele Netzwerke der Ordnung 2 miteinander
* Ein paralleles Netzwerk der Ordnung 2 mit zwei minimalen Netzwerken
* Vier minimale Netzwerke

Alle parallelen Netzwerke der Ordnung 4 ergeben sich durch das Konjugieren von seriellen Netzwerken
der Ordnung 4 (vgl. Abbildung 4.6).

Abbildung 4.6: Alle sp-Netzwerke der Ordnung 4, wobei die linke Spalte alle seriellen und die rechte Spalte
alle parallelen Netzwerke enthalt

Das Vorgehen, um alle sp-Netzwerke der Ordnung 5 zu erhalten, ist analog. Alle seriellen Netzwerke
der Ordnung 5 lassen sich durch serielle Verschaltung von parallelen Netzwerken niedrigerer Ordnung
erzeugen. Die zu verschaltenden Netzwerke ergeben sich durch die folgende Auswahl:

* Je ein paralleles Netzwerk der Ordnung 4 mit einem minimalen Netzwerk
* Je ein paralleles Netzwerk der Ordnung 3 mit einem parallelen Netzwerk der Ordnung 2

* Je ein paralleles Netzwerk der Ordnung 3 mit zwei minimalen Netzwerken

30 4 Serien-parallele Netzwerke



* Zwei parallele Netzwerke der Ordnung 2 mit einem minimalen Netzwerk
* Ein paralleles Netzwerk der Ordnung 2 mit drei minimalen Netzwerken

¢ Vier minimale Netzwerke.

Anschliel3end werden alle so entstandenen Netzwerke konjugiert, um alle sp-Netzwerke der Ordnung 5
zu erhalten.

Wird diese Vorgehensweise fiir sp-Netzwerke der Ordnung n verallgemeinert, so fithrt dies zu Satz 4.1.

Bemerkung 4.3. Eine Partition der Zahl n ldsst sich durch p = ((s1, A1), ---, (Sx, Ax)) mits;, A, €N i =1...k
und s;, paarweise verschieden, reprdsentieren, falls n = Zle AiS;.

Satz 4.1. Alle sp-Netzwerke der Ordnung n > 2 lassen sich ergeugen, indem die folgenden zwei Schritte
befolgt werden:

(i) Fiir jede Partition p = ((s1, A1), ...(Sx, Ar)) der Zahl n mit s; < n wird das Folgende getan:

Es werden jeweils A;-viele Netzwerke aus der Menge der parallelen Netzwerke der Ordnung s; gewdhlt
(Ziehen mit Zuriicklegen). Diese Netzwerke werden dann seriell verschaltet. Dieses Vorgehen wird fiir
alle moglichen Kombinationen aus Netzwerken wiederholt, die durch Ziehen mit Zuriicklegen ohne
Beachtung der Reihenfolge entstehen.

(ii) Alle Netzwerke, die aus (i) entstanden sind, werden konjugiert.
Beweis. Zuerst soll gezeigt werden, dass sich jedes serielle Netzwerk der Ordnung n durch (i) erzeugen ldsst.

IAn=2
Es gibt nur ein serielles Netzwerk der Ordnung 2. Dieses entsteht durch die serielle Verschaltung zweier
minimaler Netzwerke.
Die Partition von 2 mit Summanden echt kleiner 2 ist durch n = 2 - 1 eindeutig gegeben. Die Menge
aus Netzwerken der Ordnung 1 beinhaltet nur das minimale Netzwerk; somit lassen sich alle seriellen
Netzwerke der Ordnung 2 mit der im Schritt (i) beschriebene Vorgehensweise erzeugen.

IV Es lassen sich alle seriellen Netzwerke der Ordnung k = 2...n mit der in Schritt (i) beschriebenen
Vorgehensweise erzeugen.

ISn—-n+1

Jedes serielle Netzwerk G der Ordnung n ldsst sich per Definition in zwei sp-Netzwerke G, und G, der
Ordnung [ bzw. m zerlegen mit [+m=n,dan > 2, d.h. G = G, oy, G,.

1. Fall: Beide Netzwerke G, und G, sind parallele Netzwerke. Dann ldsst sich das Netzwerk G mit der
im 1. Schritt beschriebenen Vorgehensweise erzeugen. Die zugehorige Partition ist in diesem Fall
durch (1,1),(m, 1) gegeben.

2. Fall: Nur eines der beiden Netzwerke G, oder G, ist ein serielles Netzwerk, sei O.B.d.A. G, seriell und
somit G, parallel. Dann ldsst sich G, mit der in Schritt (i) beschriebenen Vorgehensweise erzeugen,
d.h. Gy ldsst sich als serielle Verschaltung von parallelen Netzwerken darstellen. Sei die Partition
hierzu durch p; = ((s1,A1),...,(8;, A;)) gegeben. Dann ldsst sich G durch die Partition p =
((s1, A1), -ee, (54, A;), (m, 1)) erzeugen. Entspricht einer der Werte sq, ...,s; m wird das zugehdrige A
angepasst.

3. Fall: Beide Netzwerke G, und G, sind serielle Netzwerke. Dann lassen sich sowohl G, als auch
G, mit der in Schritt (i) beschriebenen Vorgehensweise erzeugen, d.h. es existieren Partitionen
p1 = ((511, A11)5 -5 (811, A1) und py = ((821, A21); -5 (82, A25)) durch die Gy bzw. G, entstehen.
Somit entsteht G aus der Partition p = ((s11, A11); -, (5145 A11), (821, A21); -5 (82, A2;)). Treten
zwei Werte in beiden Partitionen auf, werden die A addiert.
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Da es zu jedem seriellen Netzwerk ein konjugiertes paralleles Netzwerk gibt und umgekehrt, ergibt die
Konjugation der seriellen Netzwerke aus Schritt i alle parallelen Netzwerke der Ordnung n und somit werden
durch die Schritte (i) und (ii) alle sp-Netzwerke der Ordnung n erzeugt.

O

Aus Satz 4.1 lasst sich die Anzahl B,, an seriellen Netzwerken der Ordnung n ableiten. Fiir die Auswahl
aus A;-vielen Netzwerken aus der Menge der parallelen Netzwerke der Ordnung s; gibt es

By, — A
Ai

viele mogliche Kombinationen. Somit gibt es fiir jede Partition p = ((s1, A1), (53, A2), -, (S5 Ar))

By — A\ (By—A2\  (By—
A Ay Ak

viele Moglichkeiten, Netzwerke zu wihlen. Insgesamt gilt somit:

= S

peP(n) i=1

wobei P(n) die Menge an Partitionen der Zahl n mit mindestens zwei Summanden ist.

Diese Anzahl entspricht - wie in [5] gezeigt und in [3] erldutert - der Anzahl an BAumen mit n Blattern,
die keinen inneren Knoten vom Grad 2 besitzten. Solche Baume haben keine inneren Knoten, die nur eine
eingehende und eine ausgehende Kante besitzen.

Aus dem Umstand, dass es fiir jedes serielle Netzwerk der Ordnung n einen solchen Baum mit n Blattern
gibt, folgt, dass ein serielles Netzwerk durch einen Baum représentiert werden kann. Da es durch Konjuga-
tion zu jedem seriellen Netzwerk ein zugehoriges paralleles Netzwerk gibt, beschreibt jeder Baum genau
zwei Netzwerke. Die hier erlduterte Vorgehensweise beschreibt die Ubersetzung der Baumdarstellung in
ein serielles Netzwerk, wie sie in [15] vorgeschlagen wird.

Jedes Blatt im Baum entspricht einem minimalen Netzwerk. Alle weiteren Knoten im Baum stellen ein
paralleles bzw. serielles Verschalten der Teilnetzwerke dar. Auf welche Art verschaltet wird, hédngt von der
Interpretation und der Stufe ab, auf der sich der Knoten befindet. Werden serielle Netzwerke betrachtet
und beginnt die Nummerierung der Stufen an der Wurzel mit null, so stellen alle Knoten auf einer geraden
Stufe eine serielle Verschaltung der Teilnetze dar. Alle Knoten auf einer ungeraden Stufe stellen eine
parallele Verschaltung der Teilnetze dar. Da es zu jedem seriellen Netzwerk ein eindeutiges konjugiertes
paralleles Netzwerk gibt, kann auf diese Art auch ein paralleles Netzwerk aus einem Baum erstellt werden.
In diesem Fall ist das Vorgehen beim Verschalten der Netzwerke invers.

Dieser Vorgehensweise folgend sind die Baumdarstellungen fiir sp-Netzwerke der Ordnung 2, 3 und 4 in
den Abbildungen 4.7 dargestellt.
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Abbildung 4.7: Alle Paare aus zueinander konjugierten Netzwerken von der Ordnung 1 bis 4 mit entspre-
chender Baumdarstellung
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5 Dynamische Optimierung

In diesem Kapitel wird die Dynamische Optimierung als Mdoglichkeit eine effiziente Losungsmethode
vorgestellt. Dazu werden in dem in Kapitel 3 vorgestellten Modell alle Kaufentscheidungen festgelegt. Das
nun zu losende Problem ist ein Aussteuerungsproblem, dessen Losung eine kostenminimale Festlegung der
Pumpendrehzahlen mit resultierenden Volumenstromen, Druckerh6hungen, Speicherstdnden etc. darstellt.
Um einem hohen Rechenaufwand, der bei der Betrachtung von Lastprofilen mit vielen Zeitabschnitten
entsteht, entgegenzuwirken, werden die Fiillstinde diskretisiert. Dann wird die mittels Dynamischer
Optimierung gefundene Losung des angepassten Problems in Abschnitt 5.2 vorgestellt. Vorab wird die
Dynamische Optimierung in Abschnitt 5.1 im Allgemeinen erlautert.

5.1 Mathematische Grundlagen

Die Dynamische Optimierung (DO) wird zur Losung von Optimierungsproblemen verwendet, die aus
Folgen von abhingigen Entscheidungsproblemen bestehen. Hierzu werden zunédchst Losungen fiir die
kleinsten Teilprobleme gesucht, indem nur die im Teilproblem zu treffenden Entscheidungen berticksichtigt
werden. Aus diesen Ergebnissen werden Losungen fiir ndchstgrofRere Probleme erstellt. Dieser Vorgang
der Problemerweiterung wird solange wiederholt, bis eine Losung fiir das Gesamtproblem gefunden wird.

Bezeichnend fiir die DO ist, dass die optimalen Losungen von groReren Teilproblemen immer auch
optimale Losungen fiir die kleineren darin enthaltenen Teilprobleme sind. Die im Folgenden gegebenen
Definitionen und Aussagen sind angelehnt an Domschke [6].

5.1.1 Losbare Probleme

Um ein Optimierungsproblem mit DO l6sen zu konnen, muss es wie in nachfolgender Definition 5.1
darstellbar sein. An dieser Stelle sollen nur Optimierungsprobleme mit zu minimierender Zielfunktion
betrachtet werden. Die Aussagen gelten analog fiir Maximierungsprobleme und ergeben sich durch
Multiplikation der Zielfunktion mit minus eins.

Definition 5.1. (Erste allgemeine Form der Dynamischen Optimierung (AG-DO1))[6]
Seien folgende Begriffe definiert:

n Angzahl an Stufen, in die der Entscheidungsprozess zerlegt werden kann

Zy Zustandsvariable, die angibt in welchem Zustand sich das betrachtete System nach
der Stufe k befindet

Zy Zustandsmenge: Menge aller Zustdnde, in denen sich das System nach der Stufe k
befinden kann

Zo=a vorgegebener (ggf. mehrdimensionaler) Anfangszustand des Systems

z,=b vorgegebener (ggf. mehrdimensionaler) Endzustand des Systems

Xy (ggf. mehrdimensionale) Entscheidungsvariable des Modells, die angibt, welche

Entscheidung in Stufe k getroffen wird
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Xy (zg_1) Entscheidungsmenge: Menge aller Entscheidungen, die in Stufe k, vom Zustand

2,1 ausgehend, getroffen werden konnen
tri(zi_1,Xx) Transformationsfunktion, beschreibt, in welchen Zustand 2, das System, ausge-
hend vom Zustand z;._,, durch Treffen der Entscheidung X, tiberfiihrt wird
fi(zy_1,%,) Stufenbezogene Zielfunktion, die den Einfluss auf die Zielfunktion beschreibt,
den die Entscheidung x; ausgehend vom Zustand 2z,_, hat. Dabei darf f, nur vom

Zustand 2z;_, und der Entscheidung x; abhdngen.

Dann ist die erste allgemeine Form der Dynamischen Optimierung gegeben durch:

n
min F(Xlﬁ“' an) = ka(zk—lrxk)
k=1

s.t. zp=tri(z_1,x) Vk=1l..n

Zo=0a
2, =D

2 € Zy Vk=1...n
X € X1 (211) Vk=1...n

Ist fiir ein gegebenes Zustandspaar z,_; und z; die fiir die Uberfithrung des Systems in einen neuen
Zustand zu treffende Entscheidung x; eindeutig, existiert eine dquivalente Definition fiir die allgemeine
Form der Dynamischen Optimierung. Die Transformationsfunktion aus Definition 5.1 gibt an, in welchen
Zustand das System iibergefithrt wird, wenn ausgehend von einem Zustand eine Entscheidung getroffen
wurde. Eine Alternative wére eine Entscheidungsfunktion, die angibt, welche Entscheidung getroffen
werden muss, um das System von einem gegebenen in einen anderen gewiinschten Zustand zu {iberfiihren.
Dies fiihrt zur zweiten allgemeinen Form der Dynamischen Optimierung.

Definition 5.2. (Zweite allgemeine Form der Dynamischen Optimierung (AG-DOZ2))
Sei die Entscheidungsfunktion wie folgt definiert:

e (zx_1,zx) Entscheidungsfunktion: Sie beschreibt, welche eindeutige Entscheidung x; getrof-
fen werden muss, damit sich das System nach Stufe k im Zustand 2, befindet, wenn
es sich vor Stufe k im Zustand z;_, befunden hat.

Dann ist die zweite allgemeine Form der Dynamischen Optimierung gegeben durch:

n
min  FQcp,eo, %0 = D fi(er, Xi)
k=1

sit. xp = e (21, %1) Vk=1..n
Zo=4a Vk=1..n
Z,=Db Vk=1..n
2, € Zy Vk=1..n
X, € X (21-1) Vk=1..n.
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Bemerkung 5.1. Die beiden Darstellungen AG-OD1 und AG-OD2 sind im Fall einer eindeutigen Entscheidung
dquivalent. Ldsst sich ein solches Optimierungsproblem in der Form aus AG-DO1 darstellen, so ist dies auch in
der Form aus AG-DO2 moglich und umgekehrt.

Denn ist bekannt, in welchem Zustand sich das System ausgehend vom Zustand z;,_; nach der Entscheidung
X befindet, so ist auch bekannt, welche Entscheidung getroffen werden muss um das System von 2;_; in 2
zu tliberfiithren. Andererseits kann aus dem Wissen, welche Entscheidung zu treffen ist, um das System von
Z_1 In 2, zu lberfiihren, abgeleitet werden, in welchem Zustand sich das System ausgehend vom Zustand
Z,_1 nach der Entscheidung x; befindet.

Sind die zu betrachtenden Mengen Z; und X, endlich, so lasst sich ein durch DO lésbares Optimierungs-
problem als Graph darstellen.

Definition 5.3. (Graphdarstellung)[6]

Sei G = (V, E) die Graphdarstellung zum zu losenden Optimierungsmodell. Dann ist V = {a}UZ,UZ,U...U{b},
wobei jeder Knoten z; € Z, einem Zustand in der Stufe k entspricht. Fiir jede Entscheidung x;, die das System
vom Zustand z;_, in den Zustand z, iiberfiihrt, enthdlt E eine Kante (z;_1,2;). Der Ubergang zwischen den
beiden Zustdnden erzeugt die Kosten fi(2j_1, Xy ). Diese werden als Kantengewichte gesetzt.

Gibt es in der Graphendarstellung des Optimierungsproblems keinen Weg von z, nach z,, ist es nicht
moglich, das System vom Zustand z, in den Zustand z,, zu iiberfithren. Daraus folgt, dass das Optimie-
rungsproblem keine Losung hat.

5.1.2 Das Losungsprinzip

Optimierungsprobleme, die in der Form AG-DO1 oder AG-DO2 darstellbar sind und endliche Zustands-
und Entscheidungsmengen besitzen, lassen sich mit Algorithmus 1 16sen. Fiir diese Probleme seien die
nachfolgenden Begriffe definiert.

Definition 5.4. (optimale Politik)[6]
Eine Folge (xy, Xp41,...,» X;) von Entscheidungen, die ein System von einem Zustand 2;,_, in den Zustand

z; tiberfiihrt, wird als Politik bezeichnet. Eine Politik (x;, X, 1,..., X;), die Zi:h fi(z;_1, x;) minimiert, so
wird sie optimale Politik genannt.

Definition 5.5. [6]
1. Das Finden einer optimalen Politik fiir AG-DO1 wird als Py(z, = a) bezeichnet.

2. Das Finden einer optimalen Politik vom Zustand g, bis zum Endzustand wird als Py (z,) bezeichnet.
3. Die Losung (optimale Politik) des Problems Py(zy) ist &} (2x) = (X} 1, X})-

4. Der optimale Zielfunktionswert des Problems Py(zy) ist Fy(z) = Fr(&;(2))-

Aus der Eigenschaft, dass die stufenbezogene Zielfunktion f;(2;_;, X)) nur vom Zustand 2;_; und der
Entscheidung x; abhéngt, ergibt sich folgende Aussage iiber optimale Politiken.

Satz 5.1. (Bellman’sches Optimalitdtsprinzip)[6]
Sei x73, ..., x;, eine Losung von Py(z, = a) und sei z;.‘_l der Zustand, in dem sich das System in der Stufe j — 1
befindet, wenn diese Politik befolgt wird. Dann gilt:

. x;‘, ..., X, ist eine optimale Politik, die das System vom Zustand z;‘_l in den Endzustand iiberfiihrt. Sie

ist somit eine Losung von Pj_l(zjfl).

o x*¥

1o x;'.‘_list eine optimale Politik, die das System vom Anfangszustand in den Zustand z;‘_l iiberfiihrt.
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Algorithmus 1 Dynamische Optimierung in Form der Riickwartsrekursion

Lose P,_4(z,_,) furallez,_, € Z,_;.
Setze x,(2,_1) gleich der Lésung von P,_;(z,_;).
fork=n—-1to1do

Lose Py_4(zy_q) fiir alle 2;_; € Z,_; durch Losen der Gleichung:

Fi_ (z-1)= XkEka%g_l){fk(Zk—b X)) + F* (21 = tre(2p—1, 1))}

b

S

Setze x(zx_1) = argmin {f(zx_1, X;) + F* (2 = tri(z_1, X))}
x€Xk(2k—1)
end for
Sei x] die Entscheidung, die F;(a) minimiert und 2] = tr;(a, x7)
for k =2ton do
Setze x; = x,(2,_;) und z; = try(z,_1, X}).
10: end for
11: x* = (x],...,x}) ist die Losung von Py(a).

RN

Auf Grund des Bellman’schen Optimalitédtsprinzips ist es moglich, durch Riickwértsrekursion die Optimal-
16sung zu finden.

Definition 5.6. (Bellman’sche Gleichung)[6]
Die Bellman’sche Gleichung ist gegeben durch:

Fi_ (%)= Xkegi%gil){fk(zk—l: Xi) + F* (2 = ti(2—1, X))}

Beispiel 5.1. Ein Beispiel fiir ein solches Optimierungsmodell ist das Postkutschen-Problem[14]: Zur
Zeit des Goldrausches mochte ein Kaufmann von Osten nach Westen durch die USA reisen, wofiir ihm
verschiedene Routen zur Verfiigung stehen. Auf allen Strecken besteht die Gefahr, dass er von Banditen
tiberfallen wird. Fiir jeden Teilabschnitt der Routen (vgl. Abb. 5.1) bieten die Postkutscher eine unterschiedlich
hohe Lebensversicherung an. Da es sich bei dem Reisenden um einen dngstlichen Mann handelt, beschliefst er;
die Strecke zu wdhlen, bei der die Summe aller zu zahlenden Lebensversicherungspolicen am geringsten ist.
Denn er geht davon aus, dass die Hohe der Versicherung ein Mafs fiir die Gefahr ist, auf der Strecke tiberfallen
zu werden.

Das Auffinden der kostengiinstigsten Route ldsst sich mit Hilfe der Dynamischer Optimierung losen. Dabei
ist der vorgegebene Anfangszustand z, die Stadt Start und der Endzustand z,, die Stadt End. Aufgrund der
Anzahl an Zwischenstopps betrdgt die Anzahl n an Stufen fiir das Problem drei. In der ersten Stufe fdhrt der
Reisende in die Stadt A, B oder C. Somit ist die Zustandsmenge der ersten Stufe Z, = {,Reisender ist in A“,
»Reisender ist in B, ,Reisender ist in C“}. In der zweiten Stufe fdhrt der Reisende dann in die Stadt D oder E.
Somit ist Z, = {,,Reisender ist in D , Reisender ist in E“}. Fiir die Entscheidungsmengen ergibt sich aus
Abbildung 5.1:

* X,(,Reisender ist in Start“) = {Start — A, Start — B, Start — C}
X,(,,Reisender ist in A“) ={A — D, A — E}

X, (,,Reisender ist in B“) ={B — D, B — E}

X, (,,Reisender ist in C“)={C — D, C — E}

X5(,,Reisender ist in D“) ={D — End}

* Xs(,Reisender ist in E“ ) ={E — End}

Die Transformationsfunktion gibt an, in welcher Stadt sich der Reisende befindet, nachdem er die Entschei-
dung x, getroffen hat. Der Beitrag einer Entscheidung zu der Zielfunktion ist die Versicherungspolice, die
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Abbildung 5.1: Alle Strecken, die dem Kaufmann fiir seine Routenplanung zur Verfligung stehen. Die
Gewichte an den Kanten sind die zu zahlenden Policen in Hundert Dollar

auf der gewdhlten Strecke anfdllt. Die Police ist auf den Kanten als Gewicht c;; angegeben. Somit gilt fur die
stufenbezogenen Zielfunktion fi(z_,,x;) = c;j, wobei i die Stadt des Zustandes z;_, ist und j die Stadt,
in der der Reisende ankommt, wenn er die Entscheidung x; trifft.

Der Idee der DO folgend kann das Problem wie folgt gelost werden: Angenommen, der Reisende ist schon in
einer der beiden Stddte der letzten, also der zweiten Stufe angekommen, so ist der giinstigste Weg zum Ziel
eindeutig vorgegeben. Fiir jede Stadt der zweiten Stufe ist somit bekannt, welcher der giinstigste Weg nach
End ist.

£ X3 f3(22,x3) F;(Zz)
,Reisender ist in Stadt D“ D — End 1 1
»Reisender ist in Stadt E“ E — End 4 4

Wird anschliefsend angenommen, dass der Reisende sich in einer Stadt der ersten Stufe befindet, so kann auch
fiir jede dieser Stddte der Stufe 1 berechnet werden, wie teuer der Weg bis zu jeder Stadt der zweiten Stufe ist.
Mit Hilfe der vorherigen Berechnung von F;(z,) kann auch bestimmt werden, wie teuer der Weg von dort aus
nach End ist. Somit kann auch hier festgestellt werden, iiber welche der beiden Stddte D oder E der Weg nach
End am giinstigsten ist. Damit ist auch fiir die Stddte der ersten Stufe bekannt, welcher der giinstigste Weg
nach End ist.

2 Xy fa(z1,x3)  falz1,X%2) + Fi(22)  Fi(z1)
,Reisender ist in Stadt A“ A — D 4 5 «— min 5
A—E 2 6
,Reisender ist in Stadt B B — D 2 3 «— min 3
B —E 1 5
,Reisender ist in Stadt C* C — D 4 5 «— min 5
C—E 5 9

Fiir die Stadt Start kann nun einfach bestimmt werden, tiber welche Stadt der ersten Stufe der kiirzeste Weg
nach End fiihrt.
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Zo X1 f1(z0,x1)  f1(20,%1) + F{(21)  Fy(z)
,Reisender ist in Stadt Start“ Start — A 2 7
Start — B 2 5 «— min 5
Start — C 1 6

Somit ist die optimale Politik mit x;(z,) =(Start — B, B — D, D— End) gefunden.

5.2 Losen des Aussteuerungsproblems

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass das Optimierungsproblem bei fester Kaufentscheidung und diskre-
ten Speicherfiillstinden gemaR Kapitel 3 mittels Dynamischer Optimierung losbar ist. Zur Vereinfachung
soll hier ein Netzwerk mit einem Speicher betrachtet werden. Die Ubertragung auf Netzwerke mit
mehreren Speichern wird in Bemerkung 5.2 erldutert.

Definition 5.7.

* Sei # =min{c’x : Ax < b,x € R™ x Z*} das Optimierungsmodell mit festgelegter Kaufentscheidung.

* Sei @, =min{c"x, :Ax, <b,:x, eR x Z’;} das Optimierungsmodell mit festgelegter Kaufentschei-
dung fiir einen gegeben Zeitschritt t.

* Sei #.(2,_,) = min{c"x, : A(z,_1)x; < b, : x, € RI' x Zf} das Optimierungsmodell fiir einen
ausgewdhlten Zeitschritt mit festgelegter Kaufentscheidung und einem festen Anfangsfiillstand z,_;.

* Sei P,(2,_1,2,) =min{c"x, 1 A(z,_,%.)x; < b, : x, € R X Z’t‘} das Optimierungsmodell fiir einen
ausgewdhlten Zeitschritt mit festgelegter Kaufentscheidung und einem festen Anfangs- und Endfiillstand
2,1 und z,.

Das Aussteuerungsproblem ldsst sich in der Form aus AG-DO2 darstellen:

n Anzahl an Stufen entspricht der Anzahl an Zeitschritten aus dem MIP bzw. Lastfall
plus eins. Im Modell gemal} Kapitel 3 ist kein fester Endfiillstand fiir den Speicher
gegeben. Aus diesem Grund wird eine zusétzliche Stufe angehingt und gefordert,

dass der Speicher am Ende dieser Stufe leer sein muss.

Z; Zustandsvariable, die angibt, wie hoch das Wasser am Ende des Zeitschrittes t
im Speicher steht.

Z Zustandsmenge: Menge aller moglichen Wasserstdnde des Speichers.

zo=0 vorgegebener Anfangsfiillstand des Speichers.

z,=0 vorgegebener Endfiillstand des Speichers.

X¢ Entscheidungsvariable, die im Zeitschritt t getroffen wird. Die Entscheidung,

die im Zeitschritt n getroffen wird, ist, den Speicher zu leeren.

X(z¢_1) Entscheidungsmenge, die der Losung des Problems #,(z,_;) entspricht®.

e.(z,_1,z,) Entscheidungsfunktion, die sich zu e,(z,_;,2,) = argmin{c” x, : A(z,_1,2,) X, <
b, : x, € R™ x Z*t} ergibt.

f(z._1,x) stufenbezogene Zielfunktion, die sich zu f(z,_,,X,) = ¢/ x, ergibt. Der Uber-
gang vom Zustand z,_; nach z, erzeugt keine Kosten.

! Hat das Problem mehrere Optimalldsungen, so wird eine ausgewihlt.
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Bemerkung 5.2. Werden Netzwerke mit mehreren Speichern betrachtet, so ist ein Systemzustand eine
Kombination aus Fiillstdnden. Somit enthdlt die Zustandsmenge alle moglichen Kombinationen an Fiillstdnden.

Das Aussteuerungsproblem lasst sich somit durch Dynamische Optimierung losen. Die sich in diesem Fall
ergebende Riickwartsrekursion ist im nachfolgenden Algorithmus 2 abgebildet.

Da die Entscheidungs- und Zustandsmengen endlich sind, l4sst sich das Problem auch als Graph darstellen.

Beispiel 5.2. Hat das zu losende Aussteuerungsproblem drei Zeitschritte und jeweils vier mégliche Fiillstdnde,
dann ist die Graphendarstellung in Abbildung 5.2 zu sehen.

t=1 t=2 t=3 t=4

Abbildung 5.2: Austeuerungsproblem mit drei Zeitschritten und jeweils vier méglichen Fullstanden

Algorithmus 2 Losen des Aussteuerungsproblems mit Riickwéartsrekursion

1: Setze F;_,(z,_1)=0.

2: fort=n—1to1do

3: Lose P,_4(z,_,) fiir alle z,_; € Z durch Losen der Gleichung:
F;k_l(zt—l) = gleilzl{ft(zt—lﬁxt) + Ft*(zt) 1xe = e(%-1,20)}

4: Setze x;_,(z,_1)= argmin {f,(z,_1,x,)+F(z.)}

xe=et(z¢-1,%¢)

5: end for

6: Sei x] die Entscheidung, die Fj(a) minimiert und z} = try (2, x7)

7: fort =2 to n do

8: Setze x; = x,(z;_;) und 27 = tr.(z,_1, x]).

9: end for

10: return x* = (x7,...,x) ist die Losung von Py(z).

Bei Problemen mit vielen Zeitschritten kann die vorgestellte Dynamische Optimierung erhebliche Verkiir-
zungen der Rechenzeit gegeniiber einer Losung des gesamten MIP mit diskreten oder kontinuierlichen
Fiillstinden bewirken. Dabei ist zu beachten, dass bei zu grober Diskretisierung, das Problem AG-DO2
evtl. keine zuléssige Politik hat. Dies kann beispielsweise auftreten, wenn das Wasserangebot aus der
Quelle oder die Pumpenleistung nicht ausreicht um den Fiillstand des Speichers um einen Schritt zu
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erhohen. Des Weiteren kann die benotigte Diskretisierung der Fiillstdnde zum Verlust der Optimalitat
fiihren. Die gefundene Losung ist zwar zuléssig fiir das MIP mit kontinuierlichen Fiillstdnden, jedoch
durch die eingeschriankte Auswahl an Fiillstinden nicht zwangsldufig optimal.

Der groRte Rechenaufwand in der hier vorgestellten DO entsteht bei der Losung der Teilprobleme
P(2,_1,2.), da hierfiir MIPs gelost werden miissen. Deren Anzahl hingt von der Problembeschaffenheit
ab. Im Worst-Case miissen insgesamt #Zeitschritte - #Fiillstdnde - #Fiillstinde viele MIPs gelost werden.
Um den Rechenaufwand des vorgestellten Algorithmus 2 zu verringern, werden daher die folgenden zwei
Anpassungen eingefiihrt.

Zundachst wird der Algorithmus um ein Abbruchkriterium erganzt, das den Algorithmus beendet, sobald
fiir einen Zeitschritt t keines der Probleme %,(z,_,) l6sbar ist. In diesem Fall enthalt die Graphdarstellung
des Problems keinen Weg von z, nach z, und das Gesamtproblem ist unlosbar.

Da die Zeit so eingeteilt wurde, dass in jedem Zeitschritt die Nachfrage konstant ist, kann in mehreren
unterschiedlichen Zeitschritten die gleiche Menge an Wasser nachgefragt werden. Haben diese Zeitschritte
dieselbe Dauer, so sind die entsprechenden zu losenden MIPs identisch. Zur Reduktion des Rechenauf-
wandes werden die MIPs somit lediglich einmalig gelost. Die Losung wird abgespeichert und fiir die
nachfolgenden identischen Probleme ausgelesen. Die so angepasste Version des Algorithmus 2 ist im
weiter unten aufgefiihrten Algorithmus 3 abgebildet.

d Paar aus Nachfrage und Dauer

D Menge an auftretenden Paaren d

ty erster Zeitschritt t, in dem d auftritt

d, Paar, welches in Zeitschritt ¢t auftritt

X4 die Entscheidung, die im Fall von d getroffen wird

X4(zj_1) Menge an Entscheidungen im Fall d, die ausgehend von Zustand z;_, getroffen
werden kénnen

eq(z;,z;) Entscheidungsfunktion, die sich zu e;(z;,2;) = argmin{c’x, : A(2,2) e, X, <
b,,
oder kann ausgelesen werden

X, € R;’; X Z’t‘d} ergibt. Dieses Minimum muss entweder berechnet werden

fa(zj,%q) Beitrag zur Zielfunktion, wenn im Fall d ausgehend von Zustand z; die Entschei-
dung x,; getroffen wird.

In den Fillen, in denen zwar die Nachfrage von zwei Zeitschritten iibereinstimmt, die Dauer aber abweicht,
werden im Algorithmus 3 zwei verschiedene MIPs gelost. Um auch in diesem Fall nur ein MIP zu 16sen,
werden alle Zeitschritte mit gleicher Nachfrage so unterteilt, dass sie die gleiche Dauer haben. Dafiir
kann beispielsweise der gro3te gemeinsame Teiler verwendet werden. In diesem Fall werden fiir jede
auftretende Nachfrage #Fiillstdnde - #Fiillstinde viele MIPs gelost. Insgesamt sinkt die Anzahl an zu
l6senden MIPs auf #Fiillstinde - #Fiillstinde - #Nachfragen. Auch in diesem Fall muss beachtet werden,
dass die Reduktion der Rechenzeit zu einem schlechteren Zielfunktionswert fiihren kann. Ist zum Beispiel
fiir einen zu unterteilenden Zeitschritt in der optimalen Politik vorgesehen, dass der Fiillstand um eine
Einheit gesenkt wird, um die Nachfrage zu bedienen, kann nach der Einteilung des Zeitschrittes diese
optimale Politik nicht mehr verfolgt werden. Auf Grund der Diskretisierung kann der Fiillstand nur in
den vorgegebenen Schritten gedndert werden und miisste somit um zwei Level gesenkt werden, oder die
Nachfrage in beiden Teilschritten wird nicht mehr mit Wasser aus dem Speicher gedeckt.

Ist die Anzahl an auftretenden Nachfragen nicht wesentlich geringer als die Anzahl an betrachteten
Zeitabschnitten, gibt es eine andere Moglichkeit, die Anzahl an zu l6senden MIPs zu verringern. Dabei wird
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Algorithmus 3 Losen des Aussteuerungsproblems mit Riickwértsrekursion (angepasste Version)

=

: Setze F*_,(z,-1)=0.
:fort=n—1to1do

Lose P,_;(z,_,) fiir alle z,_; € Z durch Losen der Gleichung:

F;k_1(zt—1) = min{f,(z,_1,x.) + Ft*(zt) X = edr(zt—lazt)}

2 €Z
Setze x;_,(z,_1) = argmin {f,(z,_1,x,)+F(2,) 12, € Z}
X €X¢(2e-1)
if P,_;(z,_;) unlosbar fiir alle z,_; € Z then
return Das Problem ist nicht losbar.

end if
end for
Sei x] die Entscheidung, die F;(a) minimiert und z} = tr; (2, x7)
10: fort =2ton do
11: Setze x; = x.(z;_;) und z7 = tr.(z,_y, x}).
12: end for
13: return x* = (x7,...,x,) ist die Losung von Py(z).

W N

»

R N AR

fiir die einzelnen Zeitschritte nicht jedes Problem 2,(z,_;,2,) mit festgelegtem Anfangs- und Endstand
gelost, sondern lediglich %,(z,_;) mit festgelegtem Anfangsstand z,_,. Der Endstand 2z, des Speichers
bleibt eine Entscheidungsvariable. Die Bindrvariablen aus 3.2.5, die die Auswahl des Endstandes z,
angeben, werden mit dem Koeffizienten F;(z,), in die Zielfunktion des Problems Z7,(z,_;) aufgenommen.
Dadurch ersetzt das Losen des Optimierungsproblems das Losen der Bellman’schen Gleichung.

Sei #,(z,_,) das Problem mit angepasster Zielfunktion. Die sich in diesem Fall ergebende Riickwiirts-
rekursion ist im nachfolgenden Algorithmus 4 dargestellt. Die Anzahl an zu losenden MIPs betragt
#Fillstinde - #Zeitschritte. Dabei ist aber zu beachten, dass die zu l6senden MIPs #Fiillstinde zusatzli-
che Bindrvariablen und eine zusétzliche, ganzzahlige Variable beinhalten. Es besteht die Moglichkeit, dass
mache Fiillstinde im ,Branch&Bound“ [18] abgeschnitten werden. Geschieht dies nicht, so miissen alle
Fiillstinde enumeriert werden.

Algorithmus 4 Losen des Aussteuerungsproblems mit Riickwértsrekursion (variable Endpufferstande)

1: Setze F(z,)=0.

2: fort=n—1to1do

3: Lose #,(z,_,) fiir alle z,_; € Z.Sei x* die Optimallésung.
4: Setze x,(z,_;) = x*.

5: Passe die Zielfunktion von &,_;(z_,) an.

6 if #.(z,_,) unlosbar fiir alle z,_; € Z then

7 return Das Problem ist nicht l6sbar.

8 end if

9: end for

10: Sei x] die Entscheidung, die F;(a) minimiert und z] = e;(2, x})
11: for t =2 to n do

12: Setze x; = x,(z;_;) und 27 = e,(z,_1, x).

13: end for

14: x* = (x],...x}) ist die Losung von Py(z).

Aufgrund ihrer Effizienz wurden im Rahmen dieser Arbeit die Algorithmen 3 und 4 in C++ implementiert.
Die einzelnen MIPs werden mit der ILOG CPLEX Callable Library C API [12] aufgestellt und gel6st. In
Kapitel 8 konnen einige Laufzeitresultate nachgelesen werden.
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6 Primale Heuristiken

In diesem Kapitel werden zwei Heuristiken vorgestellt, welche fiir das Optimierungsproblem aus Ab-
schnitt 3.2 ,gute” zuladssige Losungen finden. Heuristiken werden verwendet, da viele kombinatorische
Optimierungsprobleme auf Grund ihrer Gré3e oder Komplexitét nicht in akzeptabler Zeit durch exakte
Optimierungsverfahren zu l6sen sind. Um fiir solche Probleme dennoch ,gute” Losungen zu finden,
wurden in den letzten Jahren viele Heuristiken entwickelt.

Die erste vorgestellte Heuristik ist eine lokale Suche. Diese betrachtet Systemaufbauten, welche zulassig
im Sinne der Nebenbedingungen aus 3.2.4 sind. Ausgehend von einer zulédssigen Losung werden Nachbar-
schaftslosungen betrachtet, die durch das Ersetzen, Tauschen, Hinzufiigen und Loschen von verbauten
Komponenten erzeugt werden.

Die zweite Heuristik ist ein sogenannter Ameisenalgorithmus, der unter Beriicksichtigung einer Wahr-
scheinlichkeitsverteilung zufillig erzeugte Aufbauten betrachtet, die aus seriell und parallel verschalteten
Pumpen und Speichern bestehen. Diese Aufbauten konnen als Startlosung fiir die lokale Suche verwendet
werden.

In beiden Heuristiken werden die gefundenen Losungen durch Dynamische Optimierung bewertet.

6.1 Tabu-Suche

Die lokale Suche findet seit vielen Jahren Einsatz im Bereich der kombinatorischen Optimierung [1]. Im
Rahmen dieser Arbeit wurde eine Tabu-Suche zum Finden von guten Kaufentscheidungen fiir das Problem
aus Kapitel 3 entwickelt und implementiert. Bevor diese Heuristik ndher vorgestellt wird, werden zuerst
einige mathematische Grundlagen der lokalen Suche eingefiihrt.

6.1.1 Mathematische Grundlagen

Die lokale Suche kann zum Losen von kombinatorischen Optimierungsproblemen angewendet werden.
Die in diesem Abschnitt gegebenen Definitionen stammen aus , Theoretical Aspects of Local Search“ [17].

Definition 6.1. (Instanz eines kombinatorischen Optimierungsproblems)
Eine Instanz eines kombinatorischen Optimierungsproblems ist ein Paar (S, f ), wobei S die Losungsmenge
(endlich oder abzdhlbar) und f : S — R die Kostenfunktion des Problems ist.

Definition 6.2. (kombinatorisches Optimierungsproblem)
Ein kombinatorisches Optimierungsproblem 11 ist eine Menge aus Instanzen (S, f ) und ist entweder ein
Minimierungs- oder ein Maximierungsproblem.

In dieser Arbeit werden nur Minimierungsprobleme betrachtet. Alle Aussagen und Definitionen gelten
jedoch analog fiir Maximierungsprobleme und koénnen durch eine Multiplikation der Zielfunktion mit -1
erzeugt werden.

Definition 6.3. (Global Optimal)

Handelt es sich bei IT um ein Minimierungsproblem, so gilt fiir jede Instanz (S, f ), dass s* € S genau dann
ein globales Optimum fiir die Instanz ist, wenn gilt f (s*) < f(s)Vs € S. Die Losung s* wird auch optimale
Losung von (S, f) genannt.
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Das Prinzip der lokalen Suche besteht darin, bei einer beliebigen Losung zu starten und deren Nach-
barschaft nach neuen Losungen zu durchsuchen. Ist eine der neuen Losungen ausgewahlt, wird von ihr
ausgehend eine neue Nachbarschaft durchsucht. Dieses Vorgehen wird wiederholt, bis ein Abbruchkriteri-
um erfiillt ist sei hierfiir die Nachbarschaft wie folgt definiert:

Definition 6.4. (Nachbarschaft)
* Fiir eine Instanz eines Kombinatorischen Optimierungsproblems (S, ) wird die Abbildung
N:S—2(S)

Nachbarschaftsfunktion genannt
* Fiir eine Losung s € S heifst N(s) Nachbarschaft
#N(s) ist die Gro8e der Nachbarschaft

Eine Nachbarschaftsfunktion ist symmetrisch, falls gilt

s’eN(s) = seN(s).

Das Durchsuchen von Nachbarschaften und das Wechseln zu anderen Losungen kann auch als Durchlaufen
eines Graphen dargestellt werden. Dieser Graph heilst Nachbarschaftsgraph und ist wie folgt definiert:

Definition 6.5. (Nachbarschaftsgraph)

Sei Gy = (V, E) der Nachbarschaftsgraph fiir die Instanz (S, f ) und die Nachbarschaftsfunktion N, dann
gibt es fiir jede Losung s € S einen Knoten v, d.-h. V.= {v, : s € S}. Zwei Knoten v, und vs,; sind durch eine
Kante (vy,, vsj) verbunden, wenn s; in der Nachbarschaft von s; liegt, d.h. E = {(v,,, vsj) :5; €EN(sp}

Bemerkung 6.1. Fiir symmetrische Nachbarschaftsfunktionen N konnen die Kanten (v, vsj) und (vsj, vs,)
durch eine ungerichtete Kante {v;,, vsj} ersetzt werden.

Definition 6.6. (Erreichbar)
Eine Losung s; ist von der Losung s; aus erreichbar, falls es einen Weg von vy, nach Vs, in Gy gibt. Es gibt
somit eine Folge von Losungen sy, ...,s, mit s; =s;, s, =s; und sp41 € N(s;) k= 1..n.

Definition 6.7. (Stark zusammenhdngend)
Der Nachbarschaftsgraph Gy heifit stark zusammenhéngend, wenn fiir jedes Losungspaar (s;,s;) gilt, dass
der Knoten Vs, Von vy, aus erreichbar ist.

Definition 6.8. (Lokal optimal)
Eine Losung § wird lokal optimal beziiglich N genannt, wenn gilt:

fB) < f(s) VseN(3).

Wird ein Wechsel zu einer Nachbarschaftslosung nur dann vorgenommen, wenn sie einen besseren
Zielfunktionswert hat als die aktuelle Losung, endet die lokale Suche im ersten gefundenen lokalen
Optimum. Soll dies verhindert werden, gibt es verschiedene denkbare Strategien wie in [17] Kapitel 7
vorgestellt. Zwei Klassen von Strategien kénnen unterschieden werden: Die Strategien, die zu einem
langen Suchweg durch den Nachbarschaftsgraph fiihren und solche, die mehrere kurze Wege im Nachbar-
schaftsgraphen durchsuchen. In dieser Arbeit wird die Tabu-Suche betrachtet, die ausgehend von einer
Losung zum besten Nachbarn wechselt und durch Verbote von Losungen zu vermeiden versucht, dass zu
einer bereits bewerteten Losung zuriickgekehrt wird. Die Tabu-Suche verfolgt somit die Strategie eines
langen Suchweges.
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6.1.2 Finden von Kaufentscheidungen

In diesem Kapitel wird folgendes kombinatorisches Optimierungsproblem betrachtet:
,Finde eine zuldssige Kaufentscheidung, sodass das Betreiben und Anschaffen des Systems kostenminimal ist.“

Eine Kaufentscheidung ist zuldssig, wenn sie die Nebenbedingungen fiir Kaufentscheidungen aus Abschnitt
3.2.4 erfiillt!. Somit ist die Losungsmenge S gegeben durch die Menge der ganzzahligen Punkte im
Polyeder, das durch diese Nebenbedingungen erzeugt wird. Die Kosten fiir eine Losung werden mit Hilfe
der Dynamischen Optimierung aus Kapitel 5 ermittelt. Somit entspricht das Auswerten der Kostenfunktion
f dem Losen des Problems Py(z, = a), d.h. dem Finden einer optimalen Politik fiir AG-DO1. Hat Py(z, = a)
keine Losung, so betragen die Kosten der Losung M, wobei M eine geniigend grofse Zahl ist.

Nachbarschaftsfunktion

Fir die Nachbarschaftsfunktion werden zuerst vier einzelne Nachbarschaften definiert und diese dann zu
einer Nachbarschaft zusammengefasst.

Ersetzen von Komponenten:

Ausgehend von einem Netzwerk wird eine verbaute Komponente k; mit einer nicht verbauten Komponente
k, ausgetauscht. Die neue Komponente wird an der Stelle von k; eingefiigt. Diese Nachbarschaft wird
Replace-Nachbarschaft oder kurz Ng,, genannt.

Tauschen von Komponenten:

Ausgehend von einem Netzwerk werden zwei verbaute Komponenten k; und k, vertauscht. Dabei
werden die Komponenten an der Stelle der jeweils anderen eingefiigt. Diese Nachbarschaft wird Swap-
Nachbarschaft oder kurz Ng,,,, genannt.

Loschen von Komponenten:
Ausgehend von einem Netzwerk wird eine verbaute Komponente k; geloscht. Fiir das Loschen eines
Knotens aus dem Graphen werden zwei Moglichkeiten beriicksichtigt:

1. Die erste Moglichkeit besteht darin den Knoten und seine ausgehenden und eingehenden Kanten aus
dem Graphen zu l6schen. In diesem Fall kann es passieren, dass Knoten entstehen, deren Eingangs-
oder Ausgangsgrad null ist. In diesem Fall ist das erzeugte Netzwerk unzuldssig und das Loschen
auf diese Art kein giiltiger Nachbarschaftstausch.

2. Der Riickgriff auf die andere Moglichkeit fiihrt zur Entfernung des Knotens und der Verbindung der
Vorganger-Knoten mit Nachfolger-Knoten. Im Fall, dass ein Nachfolger-Knoten von k; der Vorginger-
Knoten des Vorgédnger-Knotens von k; ist, entsteht eine Doppelkante (Hin- und Riickkante) und das
Netzwerk wird unzuléssig. Dann ist das Loschen kein giiltiger Nachbarschaftstausch.

Diese Nachbarschaft, die durch eine der beiden Arten des Loschens entsteht, wird als Delete-Nachbarschaft
bzw. kurz Np,; bezeichnet.

Hinzufiigen von Komponenten:
Ausgehend von einem Netzwerk wird eine Komponente k; in dieses Netzwerk eingefiigt. Fiir das Einfiigen
eines Knotens in einen Graphen werden drei Méglichkeiten beriicksichtigt:

1. Der neue Knoten k; wird hinter einem bestehenden Knoten k, eingefiigt. Dabei wird eine Teilmenge
der Nachfolger des Knotens k, zu den Nachfolgern des Knotens k;. Der neue Knoten k; wird in die
Menge der Nachfolger des bestehenden Knotens k, aufgenommen.

! Die Nebenbedingungen sind fiir serien-parallele Netzwerke erfiillt. Ein Netzwerk muss diese Eigenschaft aber nicht

besitzen, um zuldssig zu sein.
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2. Der Knoten k; wird vor einem bestehenden Knoten k, eingefiigt. Hier wird eine Teilmenge der
Vorgénger des bestehenden Knotens k, zu den Vorgidngern des neuen Knotens k; und der neue
Knoten k; wird in die Menge der Vorgidnger des bestehenden Knotens eingefiigt.

3. Ein Knoten k; wird eingefiigt, indem eine beliebige Auswahl an Knoten zu Vorgéngern und eine
beliebige Auswahl an Knoten zu Nachfolgern von k; gemacht wird. Hierbei ist zu beachten, dass
ein Knoten nicht sowohl zum Vorgénger als auch zum Nachfolger gemacht werden darf, um die
Nebenbedingungen fiir die Kaufentscheidungen aus Abschnitt 3.2.4 nicht zu verletzen. Es werden
zwei Mengen V;,V, € (V) mit V; NV, # 0 gewdhlt, wobei V die Menge aller Knoten im aktuell
betrachteten Netzwerk ist. Die Knoten aus V; werden die Vorginger des neu eingefiigten Knotens
k, und die Knoten aus V, die Nachfolger. Damit konnen insbesondere Komponenten parallel zu
anderen Komponenten oder Teilnetzen geschaltet werden.

Die Nachbarschaft, die aus den drei Arten des Einfiigens entsteht, wird Add-Nachbarschaft, kurz N,;4,
genannt.

Aus diesen vier Definitionen ergibt sich die Nachbarschaftsfunktion N durch

N = NSwap U NRep U NDel U NAdd'

Ist die Losung s zuldssig im Sinne der Nebenbedingungen aus Abschnitt 3.2.4, dann erfiillen auch
alle Losungen aus N(s) die Nebenbedingungen. Die Losungen in den Nachbarschaften Ng,,q, und Ng,,
entsprechen bis auf die Umbenennung der Knoten dem Graph aus der Losung s. Beim Erstellen der
Nachbarschaften N,;; und Np,; wird darauf geachtet, dass die neuen Netzwerke zuléssig bleiben und
somit wechselt die Tabu-Suche nie zu einer unzulédssigen Kaufentscheidung.

Fiir die Nachbarschaftsfunktion N gelten die folgenden Aussagen.

Satz 6.1. Fiir jede Losung s € S sind die Nachbarschaften Ng,,qp(5), Ngep(s), Npei(s) und Nagq(s) paarweise
disjunket.

Beweis. Sei n die Anzahl an Knoten im Graphen zur Losung s. Dann gilt fiir die Losungen
* in Np,(s), dass die Graphen n — 1 Knoten haben
* in Nyy4(s), dass die Graphen n+ 1 Knoten haben
* in Ng,,(s), dass die Graphen n Knoten haben
* in Ng,qp(5), dass die Graphen n Knoten haben.
Somit gilt Ngy,qp, Npej und Nygq bzw. Ng,,, Npoj und Nygq sind paarweise disjunkt.

Die Menge an verbauten Bauteilen in Ng,,q,(s) entspricht der Menge an verbauten Bauteilen in s. Dahingegen
unterscheiden sich die Menge an verbauten Bauteilen in Ng,,(s) und die Menge an verbauten Bauteilen in s
genau um ein Bauteil. Somit gilt also auch, dass Ng,, und Ng,,q, sind paarweise disjunkt.

Satz 6.2. Die Nachbarschaftsfunktion N ist symmetrisch, es gilt also

s €N(s) = seN(s).

Beweis. Die Nachbarschaftsfunktion Ng,,q, ist symmetrisch, d.h.

s" € Ng,yqp(s) € s € Ny (5.

48 6 Primale Heuristiken



Entsteht s’ aus s durch das Vertauschen der Komponenten k, und k,, so ldsst sich s aus s’ erzeugen, indem
diese beiden Komponenten wieder zurtick getauscht werden.

Die Nachbarschaftsfunktion N, ist symmetrisch, d.h.

s" € N, (s) & 5 € Ng,,(s).

Entsteht s” aus s durch das Ersetzen der Komponenten k, durch k,, so ldsst sich s aus s’ erzeugen, indem k.,
wieder durch k, ersetzt wird.

Die Nachbarschaftsfunktion Nyy4 U Np,; ist symmetrisch, d.h.

§' € Nyga(s) & s € Npi(s).

Entsteht s’ aus s durch das Einfiigen einer Komponenten k, mit V; und V, so dass die Knoten aus V; zu
Vorgdngern des neuen Knotens werden und die Knoten aus V, zu den Nachfolgern werden, ldsst sich s aus s’
erzeugen, indem k, mit allen inzidenten Kanten geloscht wird.

Entsteht s’ aus s, indem eine Komponente k, vor eine bestehende Komponente k, eingefiigt wird und eine
Teilmenge aus Vorgdngern von k, zu Vorgdngern von k; wird und k, in die Menge aus Vorgdngern von k,
aufgenommen wird, so ldsst sich s aus s’ erzeugen, indem die Komponente k, wieder geloscht wird und alle
Vorgdnger von k; zu Vorgdngern von k, gemacht werden.

Entsteht s’ aus s, indem eine Komponente k, nach einer bestehenden Komponente k., eingefiigt wird und eine
Teilmenge aus Nachfolgern von k, zu Nachfolgern von k; wird und k, in die Menge der Nachfolger von k,
aufgenommen wird, so ldsst sich s aus s’ erzeugen, indem die Komponente k, wieder geloscht wird und alle
Nachfolger von k, zu Nachfolgern von k, gemacht werden.

Die Argumentation, dass jede Loschoperation durch eine Einfiigeoperation riickgdngig gemacht werden kann,
ergibt sich analog.

Satz 6.3. Der Grad #N(s) eines Knotens s im Nachbarschaftsgraph ist abhdngig von der Anzahl n an
verbauten Bauteilen und erfiillt die folgenden Ungleichungen:

[%J l (n—1)+1 n
n [ n [ n
#N(s) sz-(; (k)zk)-(kz_o (k))+ (2) +n(m—n)+ ; (k) +2(n—1)+; (k)
1] I
#N(s)>2-( (Z)Zk)~(z (Il{))+(g)+n(m—n)+2.
k=0 k=0

wobei m die Anzahl an potentiell verbaubaren Bauteilen und [ die Anzahl an Senken im Netzwerk ist.

Beweis. Da fiir die einzelnen Nachbarschaften gilt, dass Ng,,qp, Ngxchg> Npet> Naga Paarweise disjunkt sind,
gilt auch

#N(s) = #Ngyap(8) + #Npep () + #Npey () + #Nagq(s).
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Die Anzahl an Nachbarn, die durch Ng,,,, entstehen, entspricht der Anzahl an Paaren, die ohne Zuriicklegen
und ohne Beachtung der Reihenfolge aus der Menge an verbauten Bauteilen gezogen werden konnen:

n
#NSWap(S) = (2) .

Die Anzahl an Nachbarn, die durch Np,, entstehen, ergibt sich aus der Anzahl an nicht verbauten Bauteilen
multipliziert mit der Anzahl an verbauten Bauteilen:

#NSwap(S) = (m - Tl) 1.

Die Anzahl an Nachbarn, die durch das Hinzufiigen einer Komponente aus der Vorgdngermenge V; und
Nachfolgermenge V, entsteht, ergibt sich aus der Anzahl an paarweise verschiedener Teilmengen der Menge
an verbauten Bauteil multipliziert mit 2 und mit Zi:o (Il() Dies ist der Fall, da jede Vorgdnger Menge aus
einer Teilmenge aus Komponenten und gegebenenfalls der Quelle besteht und jede Nachfolgermenge aus einer
Auswahl an Bauteilen und evtl. einer Auswahl an Senken besteht.

Die Anzahl an Nachbarn, die durch das Einfiigen einer Komponente k; vor eine bestehende Komponente k.,
entsteht, hdngt vom Eingangsgrad i von k, ab und ist durch

gegeben. Es gilt 1 <i < (n— 1)+ 1, da jeder Knoten mit mindestens einer eingehenden Kante inzident sein
muss und die Menge an Vorgdngern maximal der Menge an verbauten Komponenten aufser k, und der Quelle
entsprechen kann.

Die Anzahl an Nachbarn, die durch das Einfiigen einer Komponente k, nach einer bestehenden Komponente
k, entsteht, hdngt vom Ausgangsgrad o von k, ab und ist durch

2 ()
o \k
gegeben. Es gilt 1 < o0 < (n— 1)+, da jeder Knoten mit mindestens einer eingehenden Kante inzident sein

muss und die Menge an Nachfolgern maximal der Menge an verbauten Komponenten aufser k, und allen [
Senken entsprechen kann.
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Somit leiten sich folgende Ungleichungen fiir die Grofse von Nyg4 ab:

L5 (n—1)+1
mrsr EOpED 0T
k=1
5 l
a2 20 ()29 )+2
k=0 k=0

Die Anzahl an Nachbarn, die durch Ny, entstehen, entspricht der Anzahl an Bauteilen, die jeweils aus dem
Netzwerk geloscht werden konnen, ohne dass dieses unzuldssig wird:

0 < #Npe(s) < 2(n—1).

Somit ergibt sich fiir die Gréfse der Nachbarschaft N(s):

l (n—1)+1 n
#N(s) < 2.(2 (Z)zk).(z (Il{))+ (;1) +n(m—n)+ Z C{) +2(n— 1)+Z (Z)
k=0 k=0 k=1 k=1
131 I
#N(s)>2-( (Dzk)-(z (DHG) +n(m—n)+2.
k=0 k=0

Satz 6.4. Jede Losung mit e < m — 1 verbauten Bauteilen ist von jeder Losung mit d < m — 1 verbauten
Bauteilen aus erreichbar.

Beweis. Fiir jedes gegebene Netzwerk werden durch Ng,,,, und Ng,, lediglich die Knoten umbenannt. An
der Struktur des Netzwerks dndert sich nichts. Fiir eine gegebene Graphenstruktur ldsst sich durch die
beiden Tauschoperationen von Ng,,q, und Np,, jede, durch die Menge an verbaubaren Komponenten gegebene,
mogliche Benennung der Knoten erzeugen.

Um zu zeigen, dass jede Losung mit e < m — 1 verbauten Bauteilen von jeder Losung mit d < m — 1 verbauten
Bauteilen aus erreichbar ist, geniigt es, die Menge an zuldssigen Netzwerken mit n < m — 1 inneren Knoten,
mit ausgezeichneter Quelle und ausgezeichneten Senken und sonst unbenannten Knoten zu betrachten. In
diesem Zusammenhang werden alle Knoten, die weder Quelle noch Senke sind, als innere Knoten bezeichnet.

Es muss gezeigt werden, dass sich durch die Tauschoperationen aus N4 und Np,; jedes zuldssige Netzwerk
mit e < m — 1 inneren Knoten in jedes zuldssige Netzwerk mit d < m — 1 inneren Knoten iiberfiihren ldsst.

Dies wird bewiesen indem gezeigt wird, dass sich jedes Netzwerk mit | inneren Knoten, durch Loschen und
Einfiigen von Knoten, in ein Netzwerk mit nur einem inneren Knoten tiberfiihren ldsst. Durch die Symmetrie
von Nygq U Np,; gilt dann auch, dass sich jedes Netzwerk mit e inneren Knoten, durch Loschen und Einfiigen
von Knoten, aus einem Netzwerk mit einem inneren Knoten ergeugen ldsst. Somit ldsst sich jedes Netzwerk
der Ordnung d in jedes Netzwerk der Ordnung e iiberfiihren.

Bevor dies gezeigt wird, wird erldutert, wie sich durch Operationen aus N34 UNp,; eine Kante in einem Graph
Einfiigen und Loschen ldsst.

Eine Kante kann zwischen zwei Knoten k, und k, eingefiigt werden, indem ein Knoten k in das Netzwerk
eingefiigt wird und dabei k; zu seinem Vorgdnger und k, zu seinem Nachfolger des neuen Knotens wird.
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AnschliefSend wird k wieder geloscht, indem seine Vorgdnger zu den Vorgdngern seiner Nachfolger werden und
umgekehrt.

Eine Kante zwischen Knoten k; und k, kann geloscht werden, indem ein Knoten k vor k, in das Netzwerk
eingefiigt wird und dabei der Knoten k zum Nachfolger von k; wird und k in die Menge aller Vorgdnger von
k, aufgenommen wird. Anschliefsend wird k mit allen inzidenten Kanten geloscht.

Wird im Folgenden vom Einfiigen und Loschen gesprochen, ist das eben beschriebene Vorgehen gemeint.

Ein Netzwerk mit d inneren Knoten ldsst sich in ein Netzwerk mit einem inneren Knoten iiberfiihren indem
die folgenden vier Schritte befolgt werden:

1. Schritt: Fiige zwischen die Quelle und jeden inneren Knoten eine Kante ein, falls diese nicht bereits im
Netzwerk enthalten ist.

2. Schritt: Fiige zwischen jeden inneren Knoten und jede Senke eine Kante ein, falls diese nicht bereits im
Netzwerk enthalten ist.

3. Schritt: Losche alle Kanten, die weder mit einer Quelle noch mit einer Senke ingident sind.

4. Schritt: Losche d — 1 beliebige Knoten mit allen inzidenten Kanten.

Bemerkung 6.2. Ein Netzwerke mit m verbauten Bauteilen ist von einem Netzwerk mit e < m — 1 inneren
Knoten aus erreichbar; falls mindestens ein Bauteil aus diesem Netzwerk geloscht werden kann, ohne dass das
Netzwerk ungzuldssig wird. Ein Knoten kann aus dem Netzwerk geloscht werden, falls eine der drei folgenden
Bedingungen erfiillt ist.

1. Fall: Der Knoten k, hat keinen inneren Knoten als Vorgdnger oder Nachfolger mit Eingangs- bzw.
Ausgangsgrad eins , dann kann k mit allen inzidenten Kanten geloscht werden.

2. Fall: Der Knoten k, hat einen Vorgdngerknoten k; mit Ausgangsgrad eins, dessen Vorgdnger alle keine
Vorgdnger von k sind, dann ldsst sich k, l6schen, indem seine Vorgdnger zu Vorgdngern von k werden.

3. Fall: Der Knoten k, hat einen Nachfolgerknoten k, mit Eingangsgrad eins, dessen Nachfolger alle keine
Nachfolger von k sind, dann ldsst sich k, loschen, indem seine Nachfolger zu Nachfolgern von k werden.

6.2 Ameisenalgorithmus

In diesem Abschnitt wird ein Ameisenalgorithmus vorgestellt, der Systemaufbauten erzeugt, die aus einer
seriellen und parallelen Verschaltung von Speichern und Pumpen bestehen.

Der Ameisenalgorithmus imitiert das Verhalten einer Ameisenkolonie auf der Futtersuche. Die ersten
Ameisen durchsuchen die Umgebung des Baus noch zufillig. Findet eine Ameise eine Futterquelle,
markiert sie den Weg zuriick zum Bau mit einer Pheromonspur. Nachfolgende Ameisen lassen sich bei
ihrer Suche von den Pheromonspuren leiten. Je intensiver eine Pheromonspur auf einem Weg ist, desto
hoher ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Ameise diesem Weg folgt.

6.2.1 Losungssuche

Sind zwei Pumpen parallel zueinander geschaltet, so ergibt sich die Fordermenge des Systems aus
der Summe der Fordermengen beider Komponenten. Die Druckerhhung dieses Systems entspricht
der Druckerh6hung der einzelnen Komponenten. In einer Reihenschaltung (seriell) hingegen ist die
Druckerh6hung des Systems die Summe aus beiden Druckerh6hungen. Die Fordermenge dieses Systems
entspricht der Fordermenge der einzelnen Komponenten. Das Gleiche ist zu beobachten, wenn Systeme
aus Komponenten parallel oder seriell verschaltet werden. Da sich beide Effekte in serien-parallelen
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Systemen kombinieren lassen und somit gleichzeitig der Druck als auch die Fordermenge des Systems
erhoht werden konnen, ist ein serien-paralleler Systemaufbau eine intuitive Losung.

Ein Wasserversorgungssystem mit seriell und parallel verschalteten Komponenten und Teilnetzen lasst
sich als serien-paralleles Netzwerk G = (V, E) darstellen. In diesem Fall entsprechen - wie in Abschnitt 3.1
eingefiihrt - die Hauptknoten des Netzwerkes Speicher- oder Pumpenknoten. Der Grad des Netzwerkes
entspricht somit der Anzahl an verbauten Speichern und Pumpen. Sind zwei Hauptknoten v; und v, tiber
einen Kopplungsknoten k verbunden, d.h. es existieren Kanten (v, k) und (k, v,) in E, bedeutet dies im
realen System, dass die Rohre der zugehorigen Komponenten miteinander verschaltet sind (vgl. Bedeutung
von vy, v, aus Kapitel 3.1). Die Quelle und Senke des Netzwerkes stellen - wie in 3.1 - den Wasserzu-
bzw. Ablauf des Systems dar. Werden Wasserversorgungsysteme mit mehreren Senken betrachtet, z.B. mit
mehreren rdumlich verteilten Verbrauchern, muss die Senke des Netzwerkes aufgespalten werden.

In Kapitel 4 wurde gezeigt, dass sich sp-Netzwerke als Baum darstellen lassen. Nach der Vorentscheidung,
ob ein serielles oder paralleles Netzwerk erzeugt werden soll, ,,suchen“ die Ameisen iterativ und von einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung geleitet solche Baume. Daraufhin werden den Bléttern des gefundenen
Baumes Pumpen bzw. Speicher zugeordnet. Zum Schluss wird dann die Senke aufgespaltet, um einen
Systemaufbau fiir das zu planende System zu erhalten.

Festlegen der Netzwerkart

Die erste Entscheidung die getroffen werden muss, ist ob der Baum seriell oder parallel interpretiert wird.
Die Wahrscheinlichkeiten fiir die ndchsten Schritte der Suche hdngen von dieser Entscheidung ab.

Sei X,,, € {0, 1} die Variable, die die Art der Interpretation angibt. Es gilt, ist X,,, = 1, dann wird seriell
interpretiert. Ist dagegen X,,. = 0, wird parallel interpretiert.

Fiir jede Interpretationsweise gibt es einen Pheromonwert wg,. bzw. w,,,, aus dem sich ableiten lésst, mit
welcher Wahrscheinlichkeit eine Ameise sich fiir diese Interpretation entscheidet. Die Wahrscheinlichkeiten
sind durch folgende Gleichungen gegeben [7]:

Deur = Wier
ser —
Weer + Wpar
P _ Wpar
par — .
Weer + Wpar

Iterativer Aufbau eines Baums

Nachdem die Art des Netzwerkes bestimmt ist, wird der Baum aufgebaut. Die Anzahl an Blédttern im Baum
ist maximal so grol$ wie die Anzahl an verbaubaren Komponenten, die durch m gegeben ist. Jedem Knoten
im Baum wird eine eindeutige ID kID zugeordnet, die sich aus der Stufe s ergibt, auf dem sich der Knoten
befindet, der ID des Vaterknotens vID und der Position j, in der sich der Knoten in der Nachfolgerliste des
Vaterknotens befindet.

kID(s,vID, j) = Z m' +m-(ID—((s—1)-m))+j
i=1

Die ID des Wurzelknotens ist 0. Die IDs der Knoten im Netzwerk entsprechen den IDs der Blatter im
Baum.
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Jede Ameise beginnt mit einem Baum, der nur aus der Wurzel besteht, und wiirfelt die Anzahl an
Nachfolgern. Es ist zu beachten, dass jeder Knoten entweder keine oder mindestens zwei Nachfolger hat,
da in Kapitel 4 die Interpretation von Bdumen mit Knoten von einem Grad grofer als 2 als serien-parallele
Netzwerke vorgestellt wurde. Fiir den Wurzelknoten ist, abhédngig von der Netzwerkinterpretation,
ein Pheromonwert w,(X,,,.) fiir jede mogliche Anzahl n an Nachfolgern gegeben, aus dem sich die
Wabhrscheinlichkeit fiir diese Anzahl errechnen lasst.

Wn(Xser)

= Vi=1l..m
Z;nzl Wj Xser)

pn (XSCT') =

Der gewiirfelten Anzahl entsprechend werden Knoten in die Nachfolgerliste der Wurzel eingefiigt. Thre IDs
ergeben sich zu kID(1,0,i) Vi = 1....n. Entspricht n der Anzahl an maximal verbaubaren Komponenten m,
dann konnen keine weiteren Knoten mehr in den Baum eingefiigt werden und die Ameise beendet diesen
Schritt der Suche. Im Fall, dass die ausgewahlte Anzahl an Nachfolgern kleiner ist als die Anzahl m an zu
verbauenden Komponenten, wird fiir jeden neuen Knoten die Anzahl an Nachfolgern bestimmt. Wie viele
Nachfolger maximal fiir einen Knoten i ausgewahlt werden, hiangt ab von der Anzahl h; an Nachfolgern,
die den Knoten vor i bereits zugeordnet wurden, der Anzahl [; an Knoten, denen vor dem Knoten i eine
positive Anzahl an Nachfolgern zugeordnet wurde, und schlief3lich von n.

Mpes()=m—n+1,—h; Vi=1l.n

Fiir die Auswahl an Nachfolgerknoten fiir die Kinder der Wurzel hdngen auch die Pheromonwerte w;, die
zur Anzahl i gehoren, von X, ab. Die Wahrscheinlichkeit ergibt sich aus den Pheromonwerten:

w;(Xer) : :
pi(Xser) = mRestl(i) = Vi= 1"'mRest(l)-
Zj:l Wj(Xser)

Nachdem fiir alle neuen Knoten die Anzahl an Nachfolgern bestimmt wurde, werden je Knoten der
Anzahl entsprechend neue Knoten in den Baum eingefiihrt. Knoten, die keine Nachfolger haben, werden
zu Blattern im Baum. Fiir die neuen Knoten wird wieder die Anzahl an Nachfolgern bestimmt. Die
maximale Anzahl an Nachfolgern berechnet sich wie oben. Fiir jeden Knoten kID existiert fiir jede Anzahl
an Nachfolgern ein Pheromonwert wf.dD , (X,.r) aus dem sich die Wahrscheinlichkeit fiir eine bestimmte
Anzahl an Nachfolgern bestimmen l&sst.

W{'dD(Xser)

MRest(i) . kID
Zj:l Wj Xser)

pi'dD Xser) = Vl = 1"'mRest(i)

Die neuen Knoten werden wieder in den Baum eingefiihrt. Auch fiir diese wird wieder die Anzahl an
Nachfolgern bestimmt. Diese Vorgehensweise wird so lange wiederholt, bis mp,,, < 1.

Zuordnung von Knoten zu Komponenten

Den Bléttern der gefundenen Baumstruktur werden Pumpen und Speicher zugeordnet. Dabei wird jedem
Blatt kID genau eine Pumpe oder ein Speicher zugeordnet. Alle Knoten besitzen fiir jede Pumpe bzw. jeden
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Speicher b einen Pheromonwert w’g[D , der die Wahrscheinlichkeit bestimmt, mit der eine Komponente
dem Knoten zugeordnet wird. Auch hier gilt wieder, dass die Wahrscheinlichkeit von X, abhéngig ist.

WI;JD Xser)
A ¥b=1,.
Zj:1 Wj (Xser)

pZJﬁID Xeor) = oy M.

Zuordnung von Komponenten zu Senken

Wird der Baum und dessen Bauteilzuordnung als realer Systemaufbau interpretiert, hat das entstandene
Wasserversorgungssystem nur eine Senke. Im Fall von Versorgungssystemen mit r Senken, muss die Senke
des sp-Netzwerkes geteilt werden. Auch in diesem Fall wird auf ein Zufallsexperiment zuriickgegriffen.

Fiir alle Knoten, die im sp-Netzwerk mit der Senke verbunden sind, wird ausgewdirfelt, mit welcher realen
Senke s dieser Knoten verbunden ist. Die Wahrscheinlichkeit fiir eine Zuordnung ist wie alle bisherigen
Wahrscheinlichkeiten von X, abhingig. Zusatzlich wird die Wahrscheinlichkeit des Knotens von der
zugeordneten Komponente beeinflusst. Die Pheromonwerte fiir eine Knoten-Senke-Zuordnung sind durch
widD X.or» k) gegeben. Somit ergibt sich die Wahrscheinlichkeit fiir eine Zuordnung:

WfID (Xsera b)

2oy WP (X, b)

PP (X)) = Vs = 1...r , wobei b kID zugeordnet ist.

6.2.2 Pheromonupdate

Zu Beginn des Ameisenalgorithmus werden alle oben eingefiihrten Pheromonwerte mit einem Startwert
initialisiert. Nachdem eine gegebene Anzahl an Ameisen (Population P) ausgewertet wurde, werden
diese Werte aktualisiert (Pheromonupdate). Hierfiir werden zuerst alle Pheromonwerte mit (1 — p)
multipliziert, um das Verdunsten der Pheromonspur in der Realitdt nachzubilden. In diesem Kontext wird
p der Verdunstungsfaktor genannt.

wew-(1-p)

Anschliefend sondern alle Ameisen a, die ein Netzwerk gefunden haben, mit dem die Deckung der
Nachfrage moglich war, Pheromone ab. Wie viel Pheromon abgesondert wird, hangt vom Zielfunktionswert
f, der Ameise ab.

Sei hierfir:

B, der Baum der Ameise

E, die Blatter im Baum bzw. Knoten im Netzwerk

n,(k) die Anzahl an Nachfolgern, die dem Knoten k zugeordnet sind

n,(0) die Anzahl an Nachfolgern, die der Wurzel zugeordnet sind

b,(k) das Bauteil, das dem Knoten k zugeordnet ist

S,(k) die Menge aus Senken, die dem Knoten k zugeordnet sind. Ist k nicht mit der
Netzwerksenke verbunden, so gilt S, (k) = 0.
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Wie in [7] vorgeschlagen wird eine Funktion F(a) eingefiihrt, fiir die gilt:

F(a;) <F(ay) © fq, > fo,-

Die Pheromonwerte der einzelnen Entscheidungen, die zum Finden der Losung von a gefiihrt haben,
werden um F(a) erhoht. Es gilt somit, je niedriger der Zielfunktionswert ist, desto starker wird der
Pheromonwert erhoht.

Mit F(a) = fi fiir ein ¢ > 0 ergeben sich die folgenden neuen Pheromonwerte:

Weer Weer +Xserf—a

Wpar W+ (1 = X,,,) ;_a

Wi 0 Kser)  Wii0)Ker) + ;_a

Who@ser)  —Wago(Keer) + ;—GVk €E,

Wi &) W 9K + fiQVk €E,

W, Kiers fa (DY Keer, fa D) + fin €E,, s €S,(k).
a

Aus der in diesem Abschnitt beschriebenen Vorgehensweise ergibt sich der nachfolgende Ablauf fiir den
Ameisenalgorithmus.

Algorithmus 5 Ameisenalgorithmus zum Finden einer Kaufentscheidung

1: Setze initiale Pheromonwerte

2: while Abbruchkriterium nicht erfiillt do

3 fora e P do

4 Xser < WURFEL(Wep., Wpg,)

5 B, < SucHEBAUM(X,,)

6: b, < SUCHEBAUTEILZUORDNUNG(X,,)
7 Sy < SUCHESENKENZUORDNUNG (X,,)
8 f, < BEWERTE(A)

9 end for

10: AKTUALISIEREPHEROMONWERTE (P)

11: end while
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7 Duale Schranken

In diesem Kapitel werden zwei duale Schranken fiir die Losung des Problems aus Abschnitt 3.2 vorgestellt,
welche zum einen die zeitliche Kopplung und zum anderen die Pumpenkennfelder relaxieren. Duale
Schranken konnen zum einen dazu verwendet werden, Teile des Losungsraumes auszuschlieen und
zum anderen dazu, die Giite einer gefundenen Losung anzugeben. In dieser Arbeit werden die dualen
Schranken verwendet um die Giite der vom Ameisenalgorithmus und der Tabu-Suche gefundenen
Losungen abzuschétzen.

Die Idee der dualen Schranken ist Variablenbelegungen zu finden, die nicht zwangsldufig zuléssig
sind, aber einen besseren Zielfunktionswert als die optimale Losung liefern. Hierzu konnen einige
Nebenbedingungen der Probleme gelockert werden. Das Ziel bei der Lockerung von Nebenbedingungen
ist, ein einfacherer zu 16sendes Problem zu erhalten. Bei der Vereinfachung ist zu beachten, dass die
Losungsmenge des Originalproblems eine Teilmenge der Losungsmenge des relaxierten Problems ist. Dies
bedeutet, dass alle zuldssigen Losungen im relaxierten Problem noch zulassig sind. Der Zielfunktionswert
des relaxierten Problems wird duale Schranke des Originalproblems genannt.

Die Tatsache, dass der Losungsraum des Originalproblems im Losungsraum der Relaxierung enthalten
ist, fithrt dazu, dass die duale Schranke besser als der Zielfunktionswert des unrelaxierten Problems ist.
Fiir Minimierungsprobleme gilt, dass die Zielfunktionswerte jeder zuldssigen Losung groRer gleich dem
optimalen Zielfunktionswert des Originalproblems sind und dieser wiederum gréRer gleich der dualen
Schranke ist.

Ist eine duale Schranke fiir ein Optimierungsproblem gegeben, kann fiir jeden zulédssigen Punkt ange-
geben werden, wie stark er maximal vom Optimum abweicht. Die prozentuale Abweichung wird auch
Optimalitdtsliicke genannt. Je ndher die duale Schranke am Optimum des Originalproblems liegt, desto
naher liegt die Optimalitdtsliicke an der tatsdchlichen Abweichung vom Optimum. Aus diesem Grund
wird nach méglichst hohen dualen Schranken gesucht.

7.1 Relaxierung der Zeitkopplung

Im MIP aus Abschnitt 3.2 sind die einzelnen Zeitschritte durch die Fiillstinde der Speicher gekoppelt. So
ist der Anfangsfiillstand eines Zeitschritts der Endfiillstand des vorherigen Zeitschritts. Die Kopplung der
Zeitschritte wird gelockert, indem fiir jeden Zeitschritt ein eigener Anfangs- und Endfiillstand eingefiihrt
wird. Fiir diskrete Fiillstinde werden zusatzliche Bindrvariablen fiir die Auswahl des jeweiligen Fiillstandes
benotigt:

Storare; = 0 Anfangsfiillhohe des Speichers i im Zeitschritt ¢
Stpg; =0 Endfiillhohe des Speichers i im Zeitschritt ¢
Serare in €10,1}  ausgewdhlter Anfangsfiillstand n fir den Speicher i im Zeitschritt ¢

Spnain €10,1}  ausgewdhlter Endfiillstand n fiir den Speicher i im Zeitschritt ¢.

In allen Nebenbedingungen des Modells werden die Variablen stf‘1 und st{ durch die neu eingefiihrten
Variablen stg,,, ; bzw. stg,q; ersetzt. Somit ergeben sich die folgenden neuen Nebenbedingungen:
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AT : (an,i - qut,i) + GiStgtart,i = GiStEnd,i Vie Sp, t=1...T

und im Fall mit diskreten Fillstdnden:

Z Sémrf,i,n "Pin = St.gtart,i Viept=1.T (7.1)
n=1...Nl-

Z S.gtart,i,n =X VieP t=1..T (7.2)
Tl=1...Ni

Z Sgnd,i,n *Pin= Sténd,i VieP t=1..T (7.3)
Tl:1...Ni

Z Slgnd,i,n =X VieP t=1..T. (7.4)
n=1...N;

Das so entstandene MIP ist eine Relaxierung des Originalproblems. Allerdings kann nun Wasser aus
dem Speicher entnommen werden, das nie in den Speicher gefiillt wurde. Es ist somit moglich, trotz
begrenzten Wasserangebotes beliebig viel Wasser zu verwenden. Des Weiteren gelangt Wasser in den
Speicher, ohne dass eine Pumpe dafiir betrieben werden muss, d.h. ohne Stromkosten zu verursachen.
Die aus diesem Problem entstehende duale Schranke ist unter Umstdnden wesentlich kleiner als der
optimale Zielfunktionswert. Aus diesem Grund wird eine zusétzliche Nebenbedingung eingefiihrt, die die
Zeitschritte lose koppelt:

T T

Z Z Qpn,i ZZ Z Qowi ViESP. (7.5)

t=1 (j,DeV =1 (i,j)ev

Die Nebenbedingung fordert, dass die Summe des iiber den ganzen Zeitraum in den Speicher stromenden
Volumenstroms grofder gleich dem iiber den ganzen Zeitraum aus dem Speicher strémenden Volumenstrom
sein muss. Sie stellt somit sicher, dass nur Wasser verbraucht wird, das durch die Quelle in das System
gelangt ist und aul’erdem, dass das gesamte aus dem Speicher entnommene Wasser auch in einem
beliebigen Zeitschritt in den Speicher geflossen ist.

7.2 Relaxierung der Pumpen-Kennfelder

Ein groller Anteil an Bindrvariablen im MIP aus 3.2 stammt aus der Linearisierung der Pumpenkennfelder.
Eine Vereinfachung des Problems aus 3.2 kann somit durch die Relaxierung der Linearisierung erreicht
werden. Dazu werden zwei Hyperebenen eingefiihrt; die eine iiberschitzt die Druckerhohung, die von der
Pumpe erzeugt wird und die andere unterschétzt die Leistungsaufnahme. Die Pumpen konnen folglich
eine groflere Druckerh6hung erzeugen als im Kennfeld angegeben ist und verbrauchen dabei weniger
Strom.

Uberschatzen der Druckerhéhung

Die Hyperebene, die die Druckerh6hung einer Pumpe i {iberschétzt, sei durch H;(Q,n) = a;Q + b;n +¢;
gegeben. Fiir alle Stiitzstellen der Linearisierung gilt, dass sie unter der Ebene liegen. Die Bedingung, die
den Zusammenhang zwischen dem Volumenstrom, der Drehzahl und der Druckerh6hung relaxiert, ist
dann
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H{ > a;Q; +b;n{ +¢; VieB,t=1..T. (7.6)

Zusatzlich soll sichergestellt werden, dass fiir verwendete Pumpen die Volumenstrome Q und Drehzahlen n
nur Werte annehmen, die sie auch in der Linearisierung angenommen hétten und dass die Druckerhéhung
nicht kleiner ist als der minimale Wert, den sie durch die Linearisierung annehmen kann, d.h.

ﬁmin,i <n < ﬁmax,i (77)
Qf S Qmax,i (78)
I:Imin,i SH: > (79)

wobei

Qmax; den maximalen Volumenstrom angibt, der durch die Linearisierung entstehen

kann,
Mmai die maximalen Drehzahl angibt, die durch die Linearisierung erreicht werden
kann,
Mmin;  die minimale Drehzahl angibt, die durch die Linearisierung erreicht werden kann,
1nini  die minimale Druckerhohung angibt, die durch die Linearisierung erreicht werden

kann.

Es ist zu beachten, dass die Drehzahl die Grenzen aus der Linearisierung nur einhalten muss, falls die
Pumpe verwendet wird. Somit werden die Schranken der Drehzahl durch die folgenden Bedingungen
ersetzt:

< fpgei + (1 =y )M (7.10)
= ﬁmin,i + (.yit - 1)M- (7.11)

Fiir die Druckerh6éhung der Pumpe muss gelten, dass sie groer als die minimale Druckerhéhung aus der
Linearisierung ist, wenn die Pumpe selbst verwendet ist. Somit wird die untere Grenze der Druckerhéhung
durch die Nebenbedingung

H{ > H,yy; +(y{ —1OM (7.12)

ersetzt.

Werden Kreiselpumpen betrachtet, so gilt laut den Skalierungsgesetzen (vgl Kapitel ??), dass die Drucker-
héhung H mit der Drehzahl n steigt und sich dabei wie n? verhlt. Zusétzlich gilt, dass die Druckerhéhung
bei fester Drehzahl eine konkave Funktion des Volumenstroms ist. Somit lasst sich eine iiberschitzende
Hyperebene durch die folgenden drei Punkte bestimmen: Die beiden Stiitzpunkte der maximalen Drehzahl
mit den zwei grofdten Druckerh6hungen und den Stiitzpunkt der minimalen Drehzahl mit der grof3ten
Druckerh6hung.
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Unterschatzen der Leistungsaufnahme

Die Hyperebene, die die Leistungsaufnahme der Pumpe i unterschétzt, sei durch P(Q,n) = d;Q + e;n + f;
gegeben. Alle Stiitzstellen der Linearisierung miissen iiber dieser Ebene liegen. Die Bedingung, die den
Zusammenhang zwischen dem Volumenstrom, der Drehzahl und der Leistungsaufnahme relaxiert, ist
dann

P/ <d,Q;+en;+f; VieB,t=1..T. (7.13)

Wird eine Pumpe nicht verwendet, so ist der Volumenstrom null. Das Gleiche muss auch fiir die Leis-
tungsaufnahme gelten. Da P in der Zielfunktion liegt und nur durch die Nebenbedingung der Relaxierung
bestimmt wird, ist es ausreichend, fiir den Fall einer nicht verwendeten Pumpe zu ermoglichen, dass
P den Wert null annimmt. Die Nebenbedingung 7.13 stellt dies bereits sicher, da fiir nicht verwendete
Pumpen Q! = 0 gilt und n; entsprechend gewéhlt werden kann.

Werden erneut Kreiselpumpen betrachtet, so gilt laut den Skalierungsgesetzen, dass die Leistungsaufnahme
P mit der Drehzahl n steigt und sich dabei wie n® verhilt. Die Leistungsaufnahme bei fester Drehzahl
beschreibt eine konkave Funktion des Volumenstroms. Somit lasst sich eine unterschatzende Hyperebene
aus den folgenden drei Punkten erzeugen: Die duleren beiden Stiitzstellen der niedrigsten Drehzahl und
die Stiitzstelle der zweit-kleinsten Drehzahl mit geringster Leistungsaufnahme.
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8 Auswertung

In diesem Kapitel wird das Verhalten und die Losungsgiite der in dieser Arbeit vorgestellten Heuristiken
untersucht. Hierfiir wird zuerst die Datengrundlage der Testinstanzen beschrieben. Aufbauend auf diese
Grundlage wird untersucht, wie sich die Beschaffenheit der Daten auf die Laufzeit der Dynamischen
Optimierung auswirkt. Anschlie@end wird die Losungssuche der lokalen Suche mit der des Solvers cplex
[12] verglichen.

8.1 Testinstanzen

Ein Biirger in Deutschland verbraucht am Tag durchschnittlich 121 Liter Wasser [19], womit er auf einen
durchschnittlichen Jahresverbrauch von 44165 Litern kommt. Die Zusammensetzung des durchschnittli-
chen Tagesverbrauchs ist in der Tabelle 8.1 abgebildet.

Als Testinstanzen fiir die vorgestellten Heuristiken werden Siedlungen mit privaten Haushalten angenom-
men. Hierfiir werden vier verschiedene beispielhafte Haushalte konstruiert: Eine Familie mit zwei Kindern
und mit zwei berufstatigen Eltern; Eine Familie mit zwei Kindern und nur einem berufstétigen Elternteil,
Ein Einpersonen-Haushalt und ein Zweipersonen-Haushalt, in denen jeweils alle berufstitig sind. Fiir
jeden dieser Haushalte werden die Ganglinien des Wasserverbrauchs aufgrund des durchschnittlichen
Wasserverbrauchs eines Einwohners Deutschlands und einem angenommenen Verhalten geschétzt. Dabei
wird das folgende angenommen:

* Es gibt 122 Sommertage und 243 sonstige Tage.
* Im Sommer wird jeden Tag der Garten bewéssert. Hierfiir werden jeweils 7.2 1 Wasser benotigt.

* Im Sommer duscht jede Person einmal am Tag, sonst nur alle eineinhalb Tage; Beim Duschen werden
46 1 Wasser verbraucht.

* Jede Person bendtigt pro Tag 9.6 1 Wasser fiir sonstige Korperpflege.
* Jede Person geht dreimal am Tag auf die Toilette und verbraucht bei jeder Spiilung 12 1 Wasser.

* Jede Person benétigt zum Trinken und zum Zubereiten des Essens 4.4 1 Wasser pro Tag. Diese
verteilen sich auf Frithstiick (25 %) und eine bzw. zwei weitere Mahlzeiten (75 % bzw. 25 %, 50 %).

* Das Betreiben der Waschmaschine verbraucht 74 £ Wasser. Die Spiilmaschine verbraucht 32 1.

* Fiir das Putzen eines Haushaltes werden pro Person 39 1 Wasser bendtigt.

Tabelle 8.1: Prozentuale Zusammensetzung des durchschnittlichen Tagesverbrauches

Tatigkeit durchschnittlicher Verbrauch (%)
Toilettenspiilung 29.7
Duschen/Korperpflege 39.6
Essen/Trinken 4.4
Spiilmaschine 6.6
Waschmaschine 13.2
Putzen/Garten 6.6
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Familie mit zwei Kindern und zwei berufstatigen Elternteilen

Bei einer Familie mit zwei Kindern und zwei berufstétigen Eltern werden die Morgenstunden eines Tages
fiir Kérperpflege und Duschen verwendet. Die Toilette wird {iber den ganzen Tag verteilt benutzt. An den
Abenden wird gekocht und anschliel3end die Spiilmaschine angeschaltet. An den Wochenenden wird auch
mittags gekocht, sowie die Hausarbeiten erledigt. Dabei werden Freitag, Samstag und Sonntag jeweils
zwei Maschinen Wasche gewaschen und samstags wird geputzt. Daraus ergeben sich die geschatzten
Wochenganglinien fiir einen Sommermonat und einen sonstigen Monat, die auf der beigelegten CD zu
finden sind.

Familie mit zwei Kindern und einem berufstatigen Elternteil

Bei einer Familie mit zwei Kindern und einem berufstitigen Elternteil werden die Morgenstunden jedes
Tages fiir Duschen und Korperpflege verwendet. Die Toilette wird iiber den ganzen Tag verteilt genutzt.
An den Abenden wird gekocht und die Sptilmaschine anschaltet. An den Wochenenden wird auch
mittags gekocht. Die Hausarbeit wird auf die Woche verteilt erledigt. Daraus ergeben sich die geschatzten
Wochenganglinien fiir einen Sommermonat und einen sonstigen Monat, die auf der beigelegten CD zu
finden sind.

Zweipersonen-Haushalt

In einem Haushalt mit zwei berufstdtigen Erwachsenen werden auch die Morgenstunden jedes Tages
fiir Duschen und Korperpflege verwendet. Die Toilette wird tagsiiber nicht benutzt. An den Abenden
wird gekocht. Am Wochenende wird zusétzlich auch mittags gekocht. Die Spiilmaschine wird alle zwei
Tage verwendet. Die anfallende Hausarbeit wird am Wochenende erledigt. Freitags wird eine Maschine
und samstags zwei Maschinen Wasche gewaschen. An diesem Tag wird auch geputzt. Daraus ergeben
sich die geschétzten Wochenganglinien fiir einen Sommermonat und einen sonstigen Monat, die auf der
beigelegten CD zu finden sind.

Einpersonen-Haushalt

In einem Haushalt mit einem berufstiatigen Erwachsenen werden erneut die Morgenstunden jedes Tages
fiir Duschen und Korperpflege verwendet. Die Toilette wird tagsiiber nicht benutzt. An den Abenden wird
gekocht und am Wochenende wird zusétzlich auch mittags gekocht. Die Spiilmaschine wird alle vier
Tage angeschaltet. Die anfallende Hausarbeit wird am Wochenende erledigt. Samstags wird abwechselnd
eine bzw. zwei Maschine Wasche gewaschen und geputzt. Daraus ergeben sich die geschétzten Wochen-
ganglinien fiir einen Sommermonat und einen sonstigen Monat, die auf der beigelegten CD zu finden
sind.

Druckzonen

Die Haushalte werden zu Druckzonen zusammengefasst, welche die Abnehmer fiir das zu planende
System darstellen. Es werden drei beispielhafte Druckzonen betrachtet.

¢ Druckzone 1:

eine Familie mit zwei berufstatigen Elternteilen

eine Familie mit nur einem berufstiatigen Elternteil

zwei Zwei-Personen Haushalte

zwei Ein-Personen Haushalte

¢ Druckzone 2:
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zwei Familien mit zwei berufstiatigen Elternteilen

zwei Familien mit nur einem berufstéitigen Elternteil

ein Zwei-Personen Haushalt

ein Ein-Personen Haushalt

¢ Druckzone 3:

zwei Familien mit zwei berufstiatigen Elternteilen

zwei Familien mit nur einem berufstétigen Elternteil

zwei Zwei-Personen Haushalte

zwei Ein-Personen Haushalte

Fiir jede dieser Druckzonen wird angegeben wie weit oberhalb sie vom Pumpenhaus liegen und wie
lang das Rohr ist, das sie mit dem Pumpenhaus verbindet. Aus diesen Angaben lasst sich mit Hilfe der
Bernoullischen Gleichung (vgl. 2.1(2.3)) bestimmen, wie hoch der Druck H; am Anfang des Rohres vom
Pumpenhaus zum Abnehmer sein muss, damit der gewiinschte Volumenstrom beim Abnehmer ankommt.
Das Wasser hat beim Abnehmer Atmosphéarendruck, welcher dem Druck von 10 mW S entspricht. Dabei
werden Rohre betrachtet, deren Rohrreibungszahl A = 0.001 und deren Durchmesser 15cm ist.

Die Druckzone 1 liegt 37 m oberhalb des Pumpenhauses und ist mit einem 200 m langen Rohr an das
Pumpenhaus angeschlossen. Daraus ergibt sich fiir den Druck H 51:

H?'(Q) = 47+ 0.2Q°.

Die Druckzone 2 liegt 37 m oberhalb des Pumpenhauses und ist mit einem 130 m langen Rohr an das
Pumpenhaus angeschlossen. Daraus ergibt sich fiir den Druck H’fz :

H??(Q) =47+ 0.13Q%.

Die Druckzone 3 liegt 32 m oberhalb des Pumpenhauses und ist mit einem 120 m langen Rohr an das
Pumpenhaus angeschlossen. Daraus ergibt sich fiir den Druck H’f3 :

H?(Q) =42+ 0.12Q%.

Speicherstandorte

Es werden nur Systeme mit einem Speicher betrachtet. Dieser Speicher wird auf3erhalb des Pumpenhauses
aufgestellt. Es sind drei unterschiedliche Speicherstandorte gegeben. Aus den Standorten und der Lange
der Rohre, die mit den Speicher mit dem Pumpenhaus verbinden, lasst sich berechnen, wie hoch der
Druck H; sein muss, damit das Wasser bis zum Speicher flief3t. Die Begriindung fiir diese Wahl wird spater
geliefert.

Der Speicherstandort 1 liegt 35 m oberhalb des Pumpenhauses und ist mit einem 120 m langen Rohr an
das Pumpenhaus angeschlossen. Daraus ergibt sich fiir den Druck H ;1:

S1 __ 2
H5! =45+ 0,12Q2%

Der Speicherstandort 2 liegt 40 m oberhalb des Pumpenhauses und ist mit einem 200 m langen Rohr an
das Pumpenhaus angeschlossen. Daraus ergibt sich fiir den Druck H 512:
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Tabelle 8.2: Menge an verbaubaren Pumpen mit fiktiven Kaufpreisen

Pumpe fiktiver Kaufpreis (in Euro)

Wilo-Multivert MVIE 204 M1 200
Wilo-Economy MHIE 406N-2G 400
Wilo-Economy MHIE 205N-2G 600
Wilo-Helix EXCEL 208-1/16/E/KS 800
Wilo-Multivert MVIE 806 1000
Wilo-Economy MHIE 203N 1200

H3?* =50+0,2Q

Der Speicherstandort 3 liegt 36 m oberhalb des Pumpenhauses und ist mit einem 200 m langen Rohr an
das Pumpenhaus angeschlossen. Daraus ergibt sich fiir den Druck H 53:

S3 __ 2
HY = 46 +0,2Q2.

Verbaubare Komponenten

Fiir das zu planende System steht eine Auswahl an Kreiselpumpen des Herstellers Wilo [22] zur Verfiigung.
Fiir jede Pumpe wurde ein fiktiver Kaufpreis angesetzt.

Zur Linearisierung der Pumpenkennfelder wurden 16 Stiitzpunkte gewéahlt. Die Wertetabelle der Lineari-
sierung ist auf der beigefiigten CD zu finden.

8.2 Laufzeitverhalten der Dynamischen Optimierung

In diesem Abschnitt wird untersucht, wie sich die Beschaffenheit der Datengrundlage auf die Laufzeit der
Dynamischen Optimierung auswirkt. Die Laufzeitergebnisse stammen aus dem Ameisenalgorithmus bzw.
den Einzellaufzeiten der Ameisen mit zuléssiger Losung. Es werden drei unterschiedliche Variationen der
Datengrundlage betrachtet. Der erste Variationsfaktor ist die Anzahl der auftretenden Nachfrageniveaus,
der zweite die Diskretisierung der Fiillstinde und der dritte die Anzahl an Senken. Die hier betrachteten
Lastprofile bilden die Nachfrage einer Woche ab, wobei die Zeit in 15 min Intervalle unterteilt ist. In allen
Variationen werden die oben aufgezahlten Pumpen zur Verfiigung gestellt.

Anzahl an Nachfrageniveaus

Fiir die Untersuchung des Einflusses der Anzahl an auftretenden Nachfrageniveaus werden Systeme
betrachtet, die jeweils eine der Druckzonen versorgen miissen, d.h. Netzwerke mit einer Senke. Fiir
jedes Netzwerk ist der Speicherstandort so gewahlt, dass das Wasser, welches aus dem Speicher kommt,
ausreichend Druck hat um die Abnehmer zu versorgen. Diese Annahme wird getroffen, damit der
Ameisenalgorithmus viele zuldssige Losungen findet und somit viele Laufzeitergebnisse zur Verfiigung
stehen. Fiir das Netzwerk mit Druckzone 1 wird der Speicherstandort 1 gewahlt, fiir das Netzwerk mit
Druckzone 2 wird der Speicherstandort 2 gewahlt und fiir das Netzwerk mit Druckzone 3 wird der
Speicherstandort 3 gewahlt. Der Speicher hat eine Grundfliche von 0.25m? und eine maximalen Fiillhéhe
von 3m. Der Fiillstand wurde in 31 dquidistante Fiillstdnde unterteilt. Im Netzwerk mit Druckzone 1 und
2 kann iiber den gesamten Zeitraum maximal ein Volumenstrom von 0.4m®h~! entnommen werden. Zur
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Versorgung von Druckzone 3 steht iiber den gesamten Zeitraum ein Volumenstrom von 0.5m3h™! zu
Verfiigung.

Um die Anzahl an auftretenden Nachfrageniveaus zu variieren, werden die nachgefragten Volumenstréme
in einem Lastprofil auf eine Nachkommastelle oder auf ein Vielfaches von 0.05 gerundet. Fiir jede der
Druckzonen wurde fiir jede der vier Wochen des Sommer- bzw. sonstigen Monats mit auf 0.1 oder
0.05 gerundeten oder ungerundeten Volumenstrémen ein Ameisenalgorithmus mit 1000 Iterationen
durchgefiihrt.

Die durchschnittliche Laufzeit ergibt sich aus dem Mittelwert der jeweiligen Lastprofile, die eine gleiche
Anzahl an auftretenden Nachfrageniveaus haben. Die in der Tabelle 8.3 angegebene Haufigkeit, entspricht
dabei der Anzahl an Problemen mit entsprechender Anzahl an Nachfrageniveaus, die durch Dynamische
Optimierung gelost wurden. Im folgenden wird anstatt von Nachfrageniveaus von Nachfragen gesprochen.

Tabelle 8.3: Durchschnittliche Laufzeiten bei auftretenden Nachfrageanzahlen.

Anzahl an Nachfragen Haufigkeit durchschnittlich Laufzeit in Sekunden

8 3170 31.369118947

9 1085 35.2247417613
11 983 45.0481266195
12 978 47.6789083098
14 3000 52.1294349903
15 1050 69.42968434
17 246 80.1666125976
19 738 78.7083936274
38 290 200.3274721828
39 2049 158.1091560386
40 745 147.7407331034
41 1278 148.7580205383
42 554 170.7825208538
43 263 172.5434101483

In Abbildung 8.1 sind die beobachteten Werte gegeneinander aufgetragen und zuséatzlich durch eine
Trendgerade versehen. Die beobachteten Werte lassen auf einen linearen Zusammenhang zwischen der
Laufzeit der Dynamischen Optimierung und der Anzahl an Nachfragen schlieRen.
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Abbildung 8.1: Beobachtete durchschnittliche Laufzeiten der Dynamischen Optimierung in Abhangigkeit
der Nachfrageanzahl mit zugehdriger Trendgeraden.
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Tabelle 8.4: Durchschnittliche Laufzeiten bei auftretenden Nachfrageanzahlen und gegebener Einteilung
der Flllstéande.

Fiillstande Anzahl an Nachfragen Héufigkeit durchschnittliche Laufzeit in Sekunden

31 8 3170 31.369118947
31 9 1085 35.2247417613
31 11 983 45.0481266195
31 12 978 47.6789083098
41 8 2793 57.2499104905
41 9 639 59.7982785603
41 11 821 85.5805115713
41 12 821 85.0772228989
61 8 2661 139.9063885757
61 9 809 151.5467243511
61 11 814 183.8953316953
61 12 824 198.6847087379

Anzahl an Fiillstanden

Zur Untersuchung des Einflusses der Anzahl an Fiillstinden werden erneut Netzwerke mit nur einer Senke
betrachtet. Auch hier sind die Speicherstandorte so gewahlt, dass Abnehmer direkt aus dem Speicher mit
Wasser versorgt werden konnen. Die Zuordnung von Druckzonen zu Speicherstandorten ist wie oben
gewahlt.

Der Speicher hat auch hier eine Grundfliche von 0.25m? und eine Hoéhe von 3m. Es werden drei

unterschiedliche Diskretisierungen betrachtet. Dabei wird der Fiillstand in 31, 41 und 61 dquidistante
Fiillstinde unterteilt. Im Fall mit 31 Stidnden l4sst sich der Fiillstand um Vielfache von 0.1 m verdndern;
im Fall mit 41 Stinden lésst sich der Fiillstand um Vielfache vom 0.075 m verdndern und im Fall
von 61 Fiillstinden sind Anderungen des Standes um Vielfache von 0.05 m méglich. Fiir jede der
drei Druckzonen wurde fiir jede der vier Wochen des Sommer- bzw. sonstigen Monats mit auf 0.1
gerundeten Volumenstromen fiir jede der drei Diskretisierungen ein Ameisenalgorithmus mit 1000
Iterationen durchgefiihrt.

Auch in diesem Fall wird die mittlere Laufzeit fiir jede Diskretisierung, abhéngig von der Anzahl mit der
eine Nachfrage auftritt, berechnet. Die beobachteten Werte sind in der Tabelle 8.4 abgebildet.

Die Anzahl an in der Dynamischen Optimierung zu losenden MIPs steigt bei gleicher Nachfrageanzahl
quadratisch mit den Speicherstdnden. Aus diesem Grund ist zu vermuten, dass die durchschnittliche
Rechenzeit ebenfalls quadratisch steigt. In Abbildung 8.2 sind die beobachteten Laufzeiten fiir jede
Nachfrageanzahl iiber den Pufferstinden aufgetragen. Die beobachteten Werte wurden mit Geraden
verbunden, welche einen quadratischen Verlauf mit hohem Streckungsfaktor erahnen lassen.

Anzahl an Senken

Zur Analyse des Einflusses der Senkenanzahl auf die Laufzeit wurden zusatzlich je zwei Systeme mit zwei
und vier Abnehmern betrachtet. Dazu wird wieder auf die Druckzonen und die auf eine Nachkommastelle
gerundeten Wochennachfragen zuriickgegriffen. Die Druckzonen werden zu Siedlungen zusammengefasst,
wobei jede Druckzone einen zu versorgenden Abnehmer darstellt.

* Siedlung 1 besteht aus der Druckzone 3, der Druckzone 1 und dem Speicherstandort 3.

* Siedlung 2 besteht aus der Druckzone 3, der Druckzone 2 und dem Speicherstandort 2.
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Abbildung 8.2: Beobachtete durchschnittlich Laufzeiten der Dynamsichen Optimierung fur vier Nachfrage-
zahlen in Abhangigkeit der Fillstande

* Siedlung 3 besteht aus der Druckzone 3, zwei Druckzonen 2, einer Druckzone 1 und dem Speicher-
standort 2.

» Siedlung 4 besteht aus der Druckzone 3, der Druckzone 2, zwei Druckzonen 1 und dem Speicher-
standort 2.

Fiir die Siedlungen mit zwei Abnehmern bzw. vier Abnehmern steht dauerhaft ein Angebot von 0.9 m®h™!
bzw. 1.9 m®*h™! zur Verfiigung. Die Speicherhéhe ist auch hier 3m und in 31 Fiillstiinde unterteilt. Es
werden nur die Grundfldachen der Speicher angepasst, indem sie bei zwei Abnehmern verdoppelt und bei
vier Abnehmern vervierfacht wird.

Die resultierenden durchschnittlichen Laufzeiten sind in der Tabelle 8.5 nachzulesen.

Wiirde die Laufzeit der Dynamischen Optimierung hauptsichlich von der Anzahl an Nachfragen und
Fiillstinden abhingen, so miissten sich die beobachteten Werte dhnlich wie die Trendgerade aus Abbildung
8.1 verhalten. In Abbildung 8.3 sind die neuen Werte in die bereits vorgestellten durchschnittlichen
Laufzeiten in Abhéngigkeit der Nachfrageanzahlen eingeordnet. Es ist gut zu erkennen, dass sich die
Werte von dem Verlauf der Trendgeraden unterscheiden. Daraus lasst sich schliel3en, dass auch die Anzahl
an Abnehmern moglicherweise die Rechenzeit beeinflusst.

8.3 Verhalten der Tabu-Suche

In diesem Abschnitt soll das Verhalten des Solvers cplex bei der Losungssuche mit dem Verhalten der
Tabu-Suche verglichen werden. Die im Rahmen dieser Arbeit implementierte Tabu-Suche weicht leicht von
der in Kapitel 6.1 beschriebenen ab. Das Einfiigen von Bauteilen vor bzw. nach ein bestehendes Bauteil ist
nur moglich, indem die ganze Menge der Vorgénger bzw. Nachfolger zu Vorgéngern bzw. Nachfolgern
des neuen Knotens wird und der neu eingefiigte Knoten der einzige Vorganger bzw. Nachfolger des
bestehenden Bauteils wird. Zusétzlich werden Loschoperationen immer durchgefiihrt. Falls dies zu einer
unzuléssigen Losung fiihrt, wird die entstandene Losung, ebenso wie eine Losung ohne zulédssige Pumpen-
und Ventileinstellung, mit einem geniigend grofRen Zielfunktionswert bewertet.
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Tabelle 8.5: Durchschnittliche Laufzeiten bei auftretenden Nachfrageanzahl und gegebener Abnehmeran-
zahl.

Abnehmeranzahl Anzahl an Nachfragen Haufigkeit durchschnittliche Laufzeit

4 20 904 149.553539823
4 22 319 156.3539184953
4 23 977 184.2574206755
4 24 159 203.2025157233
4 25 319 193.0786833856
2 14 708 74.9062146893
2 16 477 85.5457023061
2 17 1368 90.580994152
2 18 220 85.8
2 19 209 97.4588516746
2 20 633 112.8532385466
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Abbildung 8.3: Beobachtete durchschnittliche Laufzeiten der Dynamsichen Optimierung fiir zwei und vier
Abnehmer im Vergleich zu den durchschnittlichen Laufzeiten aus Abbildung 8.1.

Es werden die Nachfrageprofile fiir einen Tag mit auf eine Nachkommastelle gerundeten Werten ver-
wendet und Instanzen mit zwei und vier Abnehmern betrachtet. Hierzu wird auf Siedlung 2, 3 und 4
zurlickgegriffen. Fiir Siedlung 2 werden die ersten drei Tage des Sommermonats betrachtet; fiir Siedlung
3 der erste Tag des Sommermonat und fiir Siedlung 4 der vierte Tag des sonstigen Monats. Auch hier
werden wieder nur Systeme mit einem Speicher betrachtet.

Als Startlosung fiir die Tabu-Suche wird willkiirlich die zweite gefundene Losung fiir die Siedlung mit
zwei Abnehmern des Ameisenalgorthmus verwendet. Fiir die Siedlungen mit vier Abnehmern wird die
dritte Losung verwendet. Dabei wurde nur darauf geachtet, dass die gewahlten Startlésungen nicht die
beste von den Ameise gefundene Kaufentscheidung ist (damit sichtbares Verbesserungspotential fiir die
Tabu-Suche vorhanden ist).

Fiir die Siedlungen mit zwei Abnehmern wurde die Tabu-Suche iiber rund 50 Stunden beobachtet. Bei
den Instanzen mit vier Abnehmern wurde die Suche sogar iiber rund 60 Stunden beobachtet. In den
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Tabellen 1-5 im Anhang ist zu sehen, wie sich der Zielfunktionswert der Tabu-Suche im Laufe der Zeit
andert und durch welchen Nachbarschaftstausch ein Wechsel erzeugt wurde.

Es ist zu erkennen, dass in den Beispielen mit zwei Abnehmern die meisten Nachbarschaftswechsel durch
Tauschen von Bauteilen entstehen. Zusétzlich fallt auf, das diese Tauschoperationen keine Verbesserung der
Zielfunktionswerte nach sich ziehen. Somit sollte betrachtet werden, ob statt eines Nachbarschaftswechsels
durch Tauschen das folgende Vorgehen vorzuziehen ist. In diesem wird fiir eine gegebene Menge an
verbauten Bauteilen die beste Bauteilpositionierung bestimmt und von dort aus nur noch Nachbarn aus
Ngeps Nagq und Np,; untersucht.

Die Verlaufe der Zielfunktionswerte des Solvers cplex und der aktuellen Losung aus der Tabu-Suche sind
in den folgenden Abbildungen 8.4-8.8 zu sehen. Dabei ist die beste Losung der Tabu-Suche, die mit dem
niedrigsten Zielfunktionswert. Zusétzlich ist eine duale Schranke fiir das jeweilige Problem eingezeichnet,
um die Giite der gefundenen Losungen zu verdeutlichen. Diese Werte ergeben sich aus einer Kombination
beider in Kapitel 7 vorgestellter Relaxierungen. Die Berechnung der Schranken liefert von Beginn an
einen besseren Dualwert als cplex und terminiert nach weniger als einem Tag. In den Graphiken ist der
Endwert dargestellt.
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Abbildung 8.4: Optimierungsproblem fiir Siedlung 2 mit dem ersten Tag des Sommermonats.

Es ist zu erkennen, dass der Ameisenalgorithmus bei diesen Beispielen schon nach kiirzester Zeit eine
zuldssige Losung findet, welche besser als die erste Losung von cplex ist. In den betrachteten Beispielen
benoétigte der Ameisenalgorithmus dabei maximal 7 Minuten, was 0,3% der Zeit entspricht, die cplex
zum Finden der ersten zuldssigen Losung bendtigt. In allen Beispielen liegt wihrend der gesamten
betrachteten Laufzeit der Zielfunktionswert der besten bisher gefunden Losung der Tabu-Suche stets
unter dem Zielfunktionswert der besten Losung, die von cplex in der selben Zeit gefunden wurde. Dabei
auffallend, dass die Tabu-Suche relativ schnell eine Losung finden, die sie danach nicht mehr verbessert.
Es gibt jedoch bestimmte Zeitpunkte in denen die aktuell von der Tabu-Suche betrachtete Losung einen
schlechteren Zielfunktionswert liefert als die aktuelle cplex Losung. Bei einer Verldngerung der Laufzeit
wiirde jedoch erwartet, dass sich die cplex Losung weiter der Optimallosung annéhert und somit besser
werden konnte als die Losung der Tabu-Suche. Das kann unter anderem daran liegen, dass die Tabu-
Suche schon nahe am Optimum lag oder dass die optimale Kaufentscheidung stark von den gefundenen
Losungen abweicht. Um genaue Aussagen hieriiber treffen zu konnen empfiehlt sich eine Langzeitstudie
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Abbildung 8.5: Optimierungsproblem fiir Siedlung 2 mit dem zweiten Tag des Sommermonats.
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Abbildung 8.6: Optimierungsproblem fiir Siedlung 2 mit dem dritten Tag des Sommermonats.

oder vereinfachte Testinstanzen die Losungssuchen so lange zu verlogen bis cplex mit Optimallésung
terminiert.
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Abbildung 8.7: Optimierungsproblem fiir Siedlung 3 mit dem ersten Tag des Sommermonats.
35000 14—
30000
25000
o
o ——cplex
£ 20000 ——Tabu-Suche
g ——duale Schranke
2 .
8 — beste Tabu-Ldsung
¥ 15000
10000 L‘ —r='_'_'_‘_'_q'_.—'—l_!__'_'_

5000

D T T T T T T 1
0 10 20 30 40 50 60 70

Zeit in Stunden

Abbildung 8.8: Optimierungsproblem fir Siedlung 4 mit dem vierten Tag des Sommermonats.

Zusatzlich war zu beobachten, dass die duale Schranke von cplex, nie wesentlich héher als bei 1000
Euro lag und in den meisten Fillen sogar unter 800 Euro war. Es sollte untersucht werden, ob sich die
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Losungssuche von cplex durch die Angabe der dualen Schranke und evtl. der zulédssigen Losungen aus der
Tabu-Suche beschleunigen lasst.

Die Untersuchung zeigt, dass der Ameisenalgorithmus besonders schnell zuldssige Losungen findet,
die durch einige Anderungen der Bauteilzuordnung durch die Tabu-Suche stark verbessert werden
konnen. Deshalb konnte es sich lohnen ein kombiniertes Verfahren statt zweier nacheinander ausgefiihrter
Algorithmen zu betrachten. Beispielsweise konnte durch einen angepassten Ameisenalgorithmus mit
einer in den Knoten-Bauteil-Zuordnungsschritt integrierter Tabu-Suche eine weitere Laufzeitverbesserung
erzielt werden.

72 8 Auswertung



9 Fazit

Die grundlegende Problemstellung dieser Arbeit war die Planung eines Wasserversorgungsystems fiir
Siedlungen, denen aufgrund von Versorgungsengpassen das Wasser nicht jederzeit in ausreichender
Menge und eventuell nicht mit ausreichendem Druck zur Verfiigung steht.

Hierfiir wurde ein MIP aufgestellt, das fiir ein gegebenes Nachfrageprofil einen Systemaufbau mit
zeitabhdngigen Pumpen- und Ventileinstellungen liefert, dessen Anschaffungs- und Stromkosten minimal
sind.

Mit Standartmethoden der diskreten Optimierung ist dieses MIP schon ab wenigen betrachteten Zeit-
schritten nicht mehr in akzeptabler Zeit 16sbar. Aus diesem Grund wurden in dieser Arbeit zwei Verfahren
betrachtet, welche in kiirzerer Zeit ,,gute“ zuldssige Losungen finden. Diese beruhen darauf, dass die zu
treffenden Entscheidungen in die zwei Teilentscheidungen des Findens eines Systemaufbaus und des
Findens einer Pumpen- und Ventileinstellung aufgeteilt wurden.

Fiir die Dynamische Optimierung der Pumpen- und Ventileinstellung konnten drei Zusammenhénge
beziiglich der Laufzeit festgestellt werden: (1) Bei fester Anzahl an Abnehmern und Fiillstinden in der
Diskretisierung steigt die Laufzeit der Dynamischen Optimierung linear mit der Anzahl an zu beriicksichti-
genden Nachfragen. (2) Wird die Anzahl an Fiillstinden in der Diskretisierung bei konstanter Anzahl an
Abnehmern und Nachfragen variiert, so zeichnet sich ein quadratischer Zusammenhang zwischen der
Anzahl an Fillstinden und der Laufzeit ab. (3) Zusétzlich deutet sich an, dass die Laufzeit mit der Anzahl
an Abnehmern steigt.

Das Finden eines Systemaufbaus konnte durch die Verwendung einer Tabu-Suche deutlich verkiirzt werden.
Hierbei wurde die Startlosung vom Ameisenalgorithmus geliefert, die in den betrachteten Beispielen
schon innerhalb von maximal 0.3% der Zeit gefunden wurde, die cplex bis zur ersten zuldssigen Losung
benétigte. Uber die gesamte Laufzeit war zu beobachten, dass die Zielfunktionswerte der Tabu-Suche
stets unter den Werten von cplex lagen, sich die Differenz im Verlauf des Beobachtungszeitraums jedoch
verringerte.

Insgesamt lasst sich somit aus den Ergebnissen erkennen, dass die entwickelten Verfahren schon fiir
Nachfrageprofile eines einzigen Tages schneller bessere Losungen finden als ein Standardsolver (vgl. 8.3).

Um diese erreichten Verbesserungen noch weiter zu steigern, empfiehlt sich anhand der gewonnenen
Erkenntnisse die Betrachtung eines Ameisenalgorithmus in Kombination mit einer auf Tabu-Suche be-
ruhenden Bauteil-Knoten-Zuordnung als eigenstiandige Primalheuristik und einer abgednderten Form
der Tabu-Suche, in der die Nachbarschaftsfunktion in zwei Teile zerlegt wird. Ausgehend von einem
Netzwerk werden in einem Teilschritt zunéchst die gesamten Swap-Nachbarschaften (d.h. alle Netzwerke,
die durch (mehrfaches) Tauschen zweier Bauteile erzeugt werden konnen) betrachtet; daraus wird fiir
diese Netzwerkstruktur und die entsprechende Menge an verwendeten Bauteilen die optimale Bauteilposi-
tionierung bestimmt. Im néchsten Schritt werden nun nur die Delete-, Add- und Replace-Nachbarschaften
betrachtet.
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Anhang

Ergebnisse Tabu-Suche

Zeitpunkt Zielfunktionswert Nachbarschaftstausch
72.00 9886.59 Startlosung
2140.93 7923.21 Rep
4313.37 7923.21 Swap
6508.08 7923.21 Swap
8715.09 7923.21 Swap
10908.07 7923.21 Swap
12998.59 7923.21 Swap
15091.99 7991.54 Rep
17609.40 7991.54 Swap
20049.57 7991.54 Swap
22497.11 7991.54 Swap
25841.50 7991.54 Swap
29473.10 7991.54 Swap
33168.95 8288.80 Rep
36039.78 8288.80 Swap
38306.83 8288.80 Swap
40482.31 8288.80 Swap
42641.63 8288.80 Swap
44908.92 8288.80 Swap
47707.00 8562.56 Rep
51067.83 8562.56 Swap
53632.41 8562.56 Swap
56482.00 8562.56 Swap
59821.23 8562.56 Swap
62372.76 8562.56 Swap
64877.00 8741.75 Rep
67417.69 8741.75 Swap
70075.98 8741.75 Swap
72787.02 8741.75 Swap
75347.13 8741.75 Swap
77760.10 8741.75 Swap
80214.36 9141.75 Add
82829.43 8688.80 Rep
85158.19 8502.27 Swap
87369.77 8502.27 Swap
89587.16 8502.27 Swap
91938.15 8502.27 Swap
94303.09 8502.27 Swap
96631.13 8502.27 Swap
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98956.07
101402.49
103921.67
106478.55
108957.10
111281.53
114064.28
116863.67
119620.67
122402.62
125215.37
127975.45
130341.35
132537.73
134763.22
137275.35
139472.69
141647.93
143837.99
146052.67
148145.61
150237.95
152432.33
154750.76
158154.85
161572.95

8688.80
8688.80
8688.80
8688.80
8688.80
8758.31
8758.31
8758.31
8758.31
8758.31
8758.31
8985.16
8785.16
8785.16
8785.16
7923.21
7923.21
7923.21
7923.21
7923.21
7923.21
8523.21
8523.21
8523.21
8523.21
8523.21

Swap
Swap
Swap
Swap
Swap
Swap
Swap
Swap
Swap
Swap
Swap
Del

Swap
Swap
Swap
Rep

Swap
Swap
Swap
Swap
Swap
Add

Swap
Swap
Swap
Swap

Tabelle 1: Verlauf der Tabu-Suche fiir den ersten Tag des Sommermonats fur Siedlung 2
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Zeitpunkt Zielfunktionswert Nachbarschaftstausch

76.00 10419.50 Startlosung
3092.57 8356.97 Rep
6286.86 8356.97 Swap
8543.81 8356.97 Swap

10726.80 8356.97 Swap
12899.99 8356.97 Swap
14989.67 8356.97 Swap
17146.70 8460.47 Rep
19532.02 8460.47 Swap
21903.92 8460.47 Swap
24296.78 8460.47 Swap
26692.23 8460.47 Swap
29134.01 8460.47 Swap
31564.45 8759.86 Rep
34089.34 8759.86 Swap
37429.27 8759.86 Swap
40635.63 8759.86 Swap
43812.63 8759.86 Swap
46294.56 8759.86 Swap
48660.29 9026.20 Rep
51253.77 9026.20 Swap
53820.86 9026.20 Swap
56355.15 9026.20 Swap
58879.46 9026.20 Swap
62615.44 9026.20 Swap
66441.62 9183.66 Rep
70011.64 9183.66 Swap
73888.97 9183.66 Swap
77613.51 9183.66 Swap
81243.34 9183.66 Swap
85185.56 9183.66 Swap
88914.51 9583.66 Add
93023.46 9159.86 Rep
96669.49 9159.86 Swap
100406.19 8934.21 Swap
103880.62 8934.21 Swap
107374.51 8934.21 Swap
110841.25 8934.21 Swap
114145.73 8934.21 Swap
117480.43 8934.21 Swap
120495.60 9159.86 Swap
122990.77 9159.86 Swap
125427.71 9159.86 Swap
127751.44 9159.86 Swap
130066.23 9218.29 Swap
132734.56 9218.21 Swap
135424.13 9218.29 Swap

138066.73 9218.29 Swap
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140726.65 9218.29 Swap
143422.23 9218.29 Swap
146061.92 9460.47 Rep
148726.12 9356.97 Rep
151150.86 8356.97 Del
153296.61 8356.97 Swap
155376.24 8356.97 Swap
157553.22 8356.97 Swap
159718.25 8356.97 Swap

Tabelle 2: Verlauf der Tabu-Suche fiir den zweiten Tag des Sommermonats fur Siedlung 2
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Zeitpunkt Zielfunktionswert Nachbarschaftstausch

77.00 9580.48 Startlosung
2107.79 7665.74 Rep
4264.23 7665.74 Swap
6444.29 7665.74 Swap
8635.07 7665.74 Swap

10800.99 7665.74 Swap
12907.49 7665.74 Swap
14981.95 7721.07 Rep
17475.22 7721.07 Swap
19886.55 7721.07 Swap
22311.33 7721.07 Swap
24746.31 7721.07 Swap
27174.09 7721.07 Swap
29652.55 8022.02 Rep
32011.36 8022.02 Swap
35012.09 8022.02 Swap
38209.40 8022.02 Swap
41377.10 8022.02 Swap
44717.56 8022.02 Swap
48234.27 8300.81 Rep
50796.62 8300.81 Swap
53348.88 8300.81 Swap
56923.96 8300.81 Swap
59766.89 8300.81 Swap
63525.50 8300.81 Swap
67225.96 8482.13 Swap
70971.65 8482.13 Rep
74890.35 8482.13 Swap
78873.75 8482.13 Swap
82651.43 8482.13 Swap
86219.24 8482.13 Swap
89843.47 8882.13 Add
93674.35 8422.02 Rep
97083.08 8244.80 Swap
100322.69 8244.80 Swap
103713.22 8244.80 Swap
107152.65 8244.80 Swap
110401.53 8244.80 Swap
113804.12 8244.80 Swap
116428.26 8422.02 Swap
118943.11 8422.02 Swap
121429.97 8422.02 Swap
123713.80 8422.02 Swap
126150.60 8422.02 Swap
128549.56 8700.81 Rep
131186.59 8700.81 Swap
133791.03 8700.81 Swap
136411.01 8700.81 Swap
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139084.69
141783.10
144461.26
147040.74
149801.90
152511.87
154902.29
157057.67
159234.78
161421.21

8700.81
8700.81
8882.13
8882.13
8882.13
8865.74
7665.74
7665.74
7665.74
7665.74

Swap
Swap
Rep

Swap
Swap
Swap
Del

Swap
Swap
Swap

Tabelle 3: Verlauf der Tabu-Suche fiir den dritten Tag des Sommermonats fir Siedlung 2
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Zeitpunkt Zielfunktionswert Nachbarschaftstausch
352.23 34593.60 Startlésung

5614.93 18972.70 Add
9258.18 15869.10 Del
16827.79 13107.20 Del
24364.34 10741.90 Del
33906.54 10239.00 Del
43088.13 10355.20 Add
51555.06 10510.10 Rep
60754.03 10755.20 Add
67658.58 11141.90 Rep
75661.99 11155.20 Rep
83428.00 11355.20 Rep
90948.42 11239.00 Del
101468.32 11439.00 Rep
111426.55 11555.20 Add
118845.33 11710.10 Rep
129876.33 11510.10 Rep
141903.63 11741.90 Rep
151881.52 11941.90 Rep
160654.14 12341.90 Add
167050.75 11141.90 Del
174936.56 10597.60 Del
183894.32 10721.10 Rep
192623.96 10940.40 Rep
201880.05 11155.20 Add

Tabelle 4: Verlauf der Tabu-Suche fiir den ersten Tag des Sommermonats fir Siedlung 3
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Zeitpunkt Zielfunktionswert Nachbarschaftstausch

359.50 32790.10 Startlésung
5790.73 17372.10 Add
9748.62 14806.40 Del

15754.45 12090.90 Del
23705.67 10179.90 Del
34496.37 9725.99 Del
45663.47 9780.67 Add
55390.56 9988.53 Del
69900.86 10180.70 Rep
81475.86 10570.30 Rep
91811.66 10579.90 Rep
101454.17 10964.20 Rep
113268.67 10354.90 Del
124771.37 10029.40 Del
135861.27 10202.90 Add
148662.17 10304.00 Rep
163243.97 10119.60 Rep
178285.77 10311.20 Del
190285.27 10402.30 Add
200543.17 10212.50 Rep

Tabelle 5: Verlauf der Tabu-Suche flr den vierte Tag des sonstigen Monats fiir Siedlung 4
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